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Grundichren der Mathematik für Studierende und Lehrer. In 2 Tin. griß. geb. 
I. Teil: Die Grundlehren der Arithmetik und Algebra. 2 Bände. 
1. Band: Arithmetik.VonC.Färber.Mit9Fig.X'V,4108,1911.n.4.9.- 
2. „ Algebra. Von E. Netto. Mit 8 Fig. XIT, Ba 8. 1915. 
IL. „. Die Grundlehren der Geometrie. 2 Bände. 


1. Band: Die Elemente der Geometrie. Von H. Mit - 


323 Fig. XII, 394 S. 1909. n. A 9.— 
Be IE geometrischen Gebilde vom Standpunkte der Ver- 
wandtschäften. Von W,Frz. Meyer. [In Vorbereitung.] _ 
Die „Grundlehren der Mathematik“ sind als ein dem heutigen Stande der 
Wissenschaft entsprechendes Gegenstück zu R. Baltzers. „Elementen der 
Mathematik“ gedacht. Sie sind dazu bestimmt, dem Lehrer zur Vorbereitung 
auf seinen Unterricht: zu dienen, könneu aber auch, weil Vorkenntnisse nicht 
vorausgesetzt werden, von jedem, der eine gewisse Fähigkeit und Neigung zu 
abstraktem Denken besitzt, zum Selbstunterricht benutztwerden. Nicht minder soll 
auch den historischen Interessen Rechnung getragen werden durch die Angabe 


‚der wichtigsten Momente in der zeitlichen Entwicklung der einzelnen Theorien. 





Arithmetik, Algebra, Analysis. 


Borel, E., die Elemente der Mathematik (für Lehrer der Mathematik und 
Abiturienten, die sich dem Studium der Naturwissenschaften, der Medizin, 
der Technik widmen wollen.) Deutsche Ausg.v.P.Stäckel. In2Bdn. gr.8. 


I. Band: Arithmetik und Algebra. Mit 57 Fig. und 3 Tafeln. XVI, 


431 8. 1908, n.M 83.60. 
ED, Geometrie. Mit 403 Fig. XII, 324 S. 1909. n.H 6.40. 
Lösungen hierzu von P,. Stäckel und H. Beck. 
I. Heft: Aufgaben aus der ArEhmeHR und Algebra. IV, 44 8. gr. 8. 
1913. n. M. 1.50. 
II. ‘„ Aufgaben aus der se IV, 39 8. gr. 8.1913. n.# 150% 


Czuber, E., Einführung in die höhere Mathematik. Mit 114 Fig. X, 382 3. 
gr. 8. 1909. geb. n. AM. 12.— 


Euler, L., vollständige Anleitung zur Algebra, mit den Zusätzen von J.L. Ba 


range. Hrsg.vonH.Weber. Mit einem Vorwort zur Eulerausgabe und der 
Lobrede von N. Fuß. XCV,651S. 1911. n. # 28.50. 

Fricke, R., kurzgefaßte Vorlesungen über verschiedene Gebiete der höheren 
Mathematik mit Berücksichtigung d. Anwendungen. Analytisch-funktionen- 


theoretischer Teil. ‚Mit 102 Fig. IX, 520 S. gr. 8. 1900. geb. n. M.14.— 


[Der II. (Schluß-) Teil über Algebra und Genmetrie ist in Vorbereitung.] 


Handbuch der angewandten Mathematik. Hrsg. von H. E. Timerding. 
In 5 Teilen. Mit Textfiguren. 8. 


I: Praktische Analysis, von H.vonSanden. XIX, 1858. 1914. geh. ® 


n. M. 3.60, geb. n. ‚Hl. 4.20. Sr 
IT: Darstellende Geometrie, von J. Hjelmslev. IX, 3208. 1914. geh, 
n. ‚ft. 5.40, geb. n. M.6.— 
1II. Grundzüge der Geodäsie, von M. Näbauer. XVL,4208. 1915. geh. u. ‚geb. 
IV. Die graphischen Methoden der technischen Mechanik. [InVorbereitung.] 


V. Mathematische Statistik und Versicherungsrechnung. [InVorbereitung.] 
Jahnke, E., und F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. ‚Mit! 


53Fig. XI, 176 S. gr. 8. 1909. MPL 5. geb.n. AM 6.— 

Repertorium der höheren Mathematik. Von E. Pascal. 2., völlig umge- 
arbeitete Auflage der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlreicher 
Mathematiker herausgegeben von P.Epstein, R.Rothe und H.E. Timer- 
ding. In 2 Bänden: Analysis und Geometrie. 8. 


I. Band: Analysis. Unter Mitwirkung von R. Fricke, Ph. Furtwängler, 


A.Guläberg,H. Hahn, E.Hecke, E.Jahnke, H.Jung, G.Kowalewski, 

A. Loewy, E. Pascal, H. E. Timerding, hrsg. von P, Epstein 

und R. Rothe. 

I. Hälfte: Algebra, Differential- und Integralrechnung. XV, 
527. S. 1910. geb. n. # 10.— 

IT. = [Erscheint Sommer 1915.] 


I. ,„.. ‚Geometrie. Unter Mitwirkung vonL. Berzolari,R. Bonola, E. Ciani, 


M. Dehn, Fr. Dingeldey, F. Enriques, G. Giraud, G. Guareschi, 

L. Heffter, W. Jacobsthal, H. Liebmann, J. Mollerup, J. Neuberg, _ 

U. Perrazzo, OÖ. Staude, E. Steinitz, H. Wieleitner. K. Zindieh 

hrsg. von H. E. Timerding. 

I. Hälfte: Grundlagen und ebene Geomäkde: XVI, 534 S. 1910. 
geb. n. MH 10.— 

IE 5 [Erscheint Sommer 1915.] 
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m Band I: Elementare Algebra BE en von H. Weber. 3. Auflage. 
XVII, 531 8: ‚1909. .n. M 10.— 3“ 
rs Elemente der Geometrie. Von H. Weber. J. Wellstein und 
"U Ww. Jacobsthal. 2. Auflage. XII, 596. 8. 1907. n. M 12 
Ei II: Angewandte Elementar-Mathematik. Von H. Weber, J. Well- 
stein und R.H. Weber. 2. Auflage. In 2 Teilen. ; 
nt. Teil; Mathematische Physik. ‘Mit einem Buch über Maxima und 
'Minima von H., Weber und J. Wellstein. Bearbeitet 
“0... vonR.H.Weber. 2.Auflage XII, 536 8. 1910. n.#% 12.— 
II. „ Darstellende Geometrie, graphische Statik, Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, „politische Arithmetik und Astronomie. 
Von J. Wellstein, H. Weber, H. Bleicher und J. 
i EAUE OA OERER 2. Aufl. XIV, 671 8. 1912. n. M 14.— 
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Sk X, 1558. gr 8 1903. geb. n. ML. 1.80. 


'P., Arithmetik und Algebra zum Selbstunterricht. In 2 Teilen. Mit 
figuren. 8. ANG 120 u. 205. je geh. n. M. 1.—, geb. n. M. 1.25. 
il. 3. Auf. IV, 125 $. 1912. I. Teil. 2. Aufl. IV, 1238. 1911. 


B] Rz Leitfaden zum le Rechnen. ca. 160 8. S. MPL. [Unter 
2 Hpraske.] ; 

‚E., Lehrbuch der Kombinatorik, VI 260. Ri ‚Br 8. 1901. 78 7. 
eb. n. AM. 9I— 5 


gel, Fr., das Rechnen a Vorteil. Eine. RER durch »akliretdhh 
re GRHERTAELS Darstellung empfehlenswerter Vorteile, und abkürzender 
38 8. gr. 8. 1905. kart, n. M —.80. 


tner, Hi der Begriff der Zahl in ‚seiner logischen ns ar ehe 
"© Entwicklung. Mit 10 Fig. IV,678. 8. 1911. MB2. steif geh.n. N. — 80. 
ver die sieben a mit ee Zahlen. Aw: 0 B.. FE "MB 7. 
BL, Behn. Me. —80. IT NR gi 

Fir . Y 
mann, pP, Fartessheorie, Yarskch einer Gesamtdarstellung dieser SWirpen- 
chaft in ihren Hauptteilen. In 6 Teilen. 
ai Teil: ‘Die Elemente der Zahlentheorie. XII, 264 S. gr. 8. 1892. 
- " Anastatischer Neudruck 1910. geh. n. a. 6.40, 'geb. n. NM. 1.20. 
Die analytische Zahlentheorie. XVIIL, 494 8. gr. 8. 1894. 

.. geh n. M. 12.—, geb. n. M. 13.— Re; ® 
% Die Lehre von. der Kreisteilung und ihre Beziehungen zur Zahlen- 
theorie. Mit Holzschnitten und 1 lith. Tafel. XII, 300. S. 
Ka „1872. geh. n. M, T.—, geb..n. N. 8.— \ 
Die Arithmetik der quadratischen Formen. I. Abt. XVI, 6688. 
ae 1898. geh. n. M. 18.—, geb. n. M. 19.— 

gemeine Arithmetik der Zahlenkörper. XXI, ‚548 8. gr. 8. 

. 1905. ‚geh. n. M. 16.—, geb. n. M 17.— 

Yorlesungen über die Natur der aRennlzablon, X, 151 Ss gr. 8. 1892. 
geh. n.M. RE ” 
pa Zahlentheorie. 2 Teile. gr. . 18 N N ; 

Teil. X, 402 8. 1902. geh. n. 4. 13.—, geb... M.1M— 

az Additive Zahlentheorie. X, 4808. 1910. geh.n.# 16.—, geb.n. M 17.— 
L, R, die komplexe Multiplikation. gr. 8. TS. geb. [In Vorbereitung.] _ 
ie Klassenkörper der komplexen Multiplikation und ihr Einfluß auf ie: 
ntwieklüng der Zahlentheorie. 47 8. gr. 8. 1911. geh.n. M 1.50. 
el, K., Theorie der algebraischen Zahlen. In 2 Bänden. L Band. XI, 
| 8. gr. 8. 1908. geb. nm. MiL.— 
berg, 6, Transzendenz von e und z. Ein Büee zur höheren Mathe- 
® a vom FE SDHARUR a aa aus. HE 1068. gr.8. 1912. geh.n. M3.— 
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*Hölder, O., die Arithmetik in Senken een, N Ri“ 
der Philosophischen Fakultät zu Leipzig. IV,748. 4. 1914. Bes n. Me 2.60. u 
Klein, F., autographierte Vorlesungshefte. 4. geh. N MT: NEL 
Ausgewählte Kapitel der Zahlentheorie. 
| Heft 1, 391 8. (W.-S. 1895/96) N 2., Zuvnaederier Andeuok 1907. 
Heft 2, 354-8. (S.-S. 1896) zusammen n. M. 14.50. 
Kronecker, %., Vorlesungen über Zahlentheorie, herausg. von K. Hensel Er 
‚ Im2Bänden. Mit Fig. I Band. XVI, 5098. gr.8. 1901. geh. n. NM. 18.— I 
Landau, E., Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen. 2 Bde. gr. 8. ; 
I. Band: XVII, 564 S. 1909. geh. n. # 20,—, geb. n. M 21.— 
I. „IX, 8. 565-961. 1909. geh.n. 14, gen. 4 
Legendäre, A.-M., Zahlentheorie. Nach der 3. Ausgabe ins Deutsche über- 
tragen von H.Maser. 2 Bände. 2.,wohlfeile Ausgabe. I. Band: Kal, 
442 S., HU. Band: XII, 453 8. gr. 8. 1893. geh.jen.M.6.— 
Lind, B., über das letzte Fermatsche Theorem. 45 ei Br Pi 1910. OACH 
26,2. geh.n.M 2.— 
Minkowski, H., Geometrie der Zahlen. IX, 256 8. gr. Br . 1910. aa geh. 
n. M. er geb. n. M. 10.— 
® [Lieferung I. 1896. geh.n. M 8.— IL 1910. geh. mM 1 
diophantische Approximationen. Hine Einführung in die Zahlentheorie- 
Mit 82 Fig. VIII, 236 S. gr. 8. 1907. geb. n. M. 8.— MVG IL 
Perron, ©., die Lehre von den Kettenbrüchen. XI, 520 8. . gr. E3 a 
TS 36. geh. n. M. 20.—, geb. n. M. 22.— S 
Sommer, J., Vorlesungen über Zahlentheorie. Einführung in die Theori. $ 
d. Sahne re VI, BBLSM a 8. 1907. geb. n. a = 


ER 





Bucherer, A. H., Elemente ar Vektoranalysls. Mit Beispielen aus der theo- r 
rötischen Physik. 2. Aufl. VIII, 103 S. gr. 8. 1905.- geb. n. M. 2.40. 


Gans, R., Einführung in die Vektoranalysis.. Mit Anwendungen auf die 
mathematische Physik. 3. Aufl. Mit 36 Fig. VOL, 131.8. gr. 8. 1913. 
geh. n. M. 3.40, geb... MA— 


Graefe, Fr., Vorlesungen über die Theorie der Quaternionen mit Anwehdung Bin, 
auf die allgemeine Theorie der Flächen und der Linien doppelter Krüm- 
mung. Mit Fig. IV, 164 S. gr.8. 1883. geh. n. #1. 3.60. 


6raßmann, H., projektive Geometrie der Ebene. Unter Benutzung der Bee, 
rechnung dargestellt. In 2 Bänden. Mit zahlreichen Fig. 


I. Band: Binäres. XII, 3608. gr. 8. 1909. geh. n. M 12.—, kein 'n. M. er R 
IL. 7%, Terhäres, Erster Teil. XII, 410 S. gr. 8. nic geh. n. MAIS 
geb. n. M. 19.— a 


ee 


Jahnke, E., Vorlesungen über die Vektorenrechaung. Mit kn weruiunlien I 
' auf Geometrie, Mechanik und mathematische Fir Mit ” ne ; 
2368. gr. 8. 1905. geb. n. MM 5.60. Her 


v. Ignatowsky; 'W., ‘die Vektoranalysis und ihre Auen in ‚der thoo- 
retischen Physik. 2,Teile. Mit Figuren im Text. 8. MPL 6, 1u.2. 
Teil 1: Die Vektoranalysis. VOL 1128. 1909. geh. n. M 2.60, geb.n. MH I 
— I: Anwendung der Vektoränalysis in der theoretischen PORERe IV, N 
123 S. 1910. geh. n. # 2.60, ‚geb. IH RT REIS Er 


Mehmke, R., Vorlesungen über Punkt- und Vektoreprechnung. 2 Bünde. 


I. Band: Punktrechnung. I. Teilband: Mit 152 Fig. vn, 3948: er. Er 
1913. 7S 37,1. geh.n. M. 14.— } 


Sehonten, J. A., Grundlagen der Vektor- und Mehroranarrek. it eine: 
'Einführungswort von F. Klein ap 28 en Ele 266 8. es 8 00 
geh.n M 11.— 2 

Bauer, 6., Vorkiiungeh über Algebra. Three. vom Mathem. era r 
Mit dem Porträt G. Bauers als Titelbild und 11 Fig. 2 Auflag N “ 
‚Doehlemann. VI, 8768. gr.8. 1910. .geh.n.M Kl geb. n. 


_ Böcher, M., Einführung in die höhere Algebra. Deutsch von. 
Mit einem Geleitworte vonE.Study. XIL,3488. .gr.8. 1910. gob.n. -r 
Hensel, K., Theorie.der algebraischen Zahlen. In.2 Bänden. iR Band., "8 9 5 
gr. 8. 1908. geb. u: M. 14.—. [Band Ilin Vorbereitung.] 


Klein, F., Vorlesungen über das Ikosaeder und die Auflösung der Gisahune 
vom fünften Grade. Mit1lithogr. Tafel. al ee gr. ® oa dee n.M.3.— 
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Zur Einführung.‘ 


Die „Grundlehren der Mathematik“ sind als eine dem heutigen 
Stande der Wissenschaft entsprechende Erneuerung und Weiterführung 
von R. Baltzers „Elementen der Mathematik“ gedacht. 

Die Fortschritte, die die mathematische Wissenschaft im letzten 
Jahrhundert zu verzeichnen hat, sind auch den Elementen der Mathe- 
matik in hervorragendem Maße zugute gekommen. 

Den schärferen Methoden der neueren Wissenschaft gemäß ist 
auch den Lehren der Elementarmathematik eine schärfere Begründung 
gegeben worden. Zusammenhänge, die zwischen den Elementen und 
tiefer gehenden sowie weiterführenden Fragen der Wissenschaft be- 
stehen, sind aufgedeckt und zur Klärung der in den Elementen zu 
behandelnden Begriffe und Methoden verwendet worden; überdies haben 
einzelne Gebiete der Elementarmathematik wertvolle Erweiterungen 
ihres Besitzstandes erfahren. 

Für jemanden, der sich mit dem heutigen Stande der Elementar- 
mathematik bekannt machen wollte, wäre es nicht leicht, sich die 
einschlägige, in vielen einzelnen Abhandlungen und Werken zerstreute 


.$&iteratur zu verschaffen und auf Grund des Studiums dieser zahlreichen 


Yünd meist schwierigen Schriften in einigermaßen ausreichender Weise 
“Zu einer tieferen Auffassung der Elemente zu gelangen. 

% Es fehlte bisher an einem Werke, in dem die auf die Elemente 
‚„pezüglichen Ergebnisse der Wissenschaft in einiger Vollständigkeit 
zusammengefaßt wären. 

Der Rahmen eines solchen Werkes würde indessen ein zu enger 
"sein, wenn es sich lediglich auf die Elemente der Arithmetik, Algebra 
und Geometrie beschränken wollte; es. erschien zweckmäßig, im An- 

“Schluß an die Elemente und auf ihnen fußend wenigstens die Grundzüge 
+Zweiterer Entwickelungsreihen zu bearbeiten, die rückwärts wiederum 
& neues Licht auf die Elemente zu werfen geeignet sind. 


-. 

75 1) Abdruck aus dem ersten Bande des zweiten Teiles: H. Thieme, Die 

Elemente der Geometrie, 1909, bzw. aus dem ersten Bande des ersten Teiles: 
C. Färber, Arithmetik, 1911. 








VI Zur Einführung 


So haben sich denn die Unterzeichneten!) zu dem Versuche 
entschlossen, gemeinsam die bezeichnete Lücke in der Literatur aus- 
füllen zu helfen. 

Die „Grundlehren“ sind auf vier Bände berechnet, von denen 
zwei der Geometrie, und je einer der Arithmetik und der Algebra 
gewidmet werden. 

Der Band über Arithmetik und der erste Band über Geometrie 
sollen sich wesentlich auf eine Darstellung der Elemente beschränken, 
die dem heutigen Stande der Wissenschaft entspricht, während die 
beiden anderen Bände auch darüber hinaus in dem oben bezeichneten 
Sinne Ergänzungen und Erweiterungen bieten werden als eine Ein- 
führung in die Forschungen, die ein tieferes Verständnis der Lehren 
der Elementarmathematik ermöglichen. 

Für Leser, die irgendeine der behandelten Fragen weiter ver- 
folgen wollen, sind in allen Teilen des Werkes geeignete Literatur- 
nachweise und historische Bemerkungen hinzugefügt worden. 

Vorkenntnisse werden nur in möglichst geringem Umfange — in der 
Arithmetik und dem ersten Bande der Geometrie gar nicht — vorausgesetzt, 
wohl aber eine gewisse Fähigkeit und Neigung zum abstrakten Denken. 

Der erste Band des ersten Teils „Arithmetik“?) stellt sich 
das Ziel, wissenschaftliche Strenge mit Verwendbarkeit für den Schul- 
unterricht zu vereinigen. 

Einzeln sind diese beiden Forderungen in mancher Darstellung 
der Arithmetik mehr oder minder vollkommen erfüllt. Der Verfasser 
erblickt seine Aufgabe darin, die in der Verbindung beider liegende 
Schwierigkeit zu überwinden. 

Das Buch ist dazu bestimmt, dem Lehrer zur Vorbereitung auf 
den Unterricht zu dienen, ohne indes den Stoff unmittelbar in der 
für den Schüler der Mittelklassen geeigneten Form bringen zu wollen. 

Wie der erste Band der Geometrie beschränkt sich auch dieser Band 
nicht auf die Lehren, die im Unterricht unbedingt gebraucht werden, 


1) Nach einleitenden Vorverhandlungen der Verlagsbuchhandlung mit 
H. Thieme und W. Fr. Meyer lag es dem letzteren ob, für eine Erweiterung 
der Redaktion nach der arithmetisch-algebraischen Seite hin Sorge zu tragen. 
In der amtlichen Stellung der Unterzeichneten sollte auf Wunsch des Verlages 
bereits das Prinzip zum Ausdrucke kommen, sowohl dem Standpunkte der 
höheren Schulen wie dem akademischen Standpunkte Rechnung zu tragen. 

W. Fr. Meyer hat auch, auf Grund eines Entwurfes von H. Thieme 
sowie weiterer Zusätze und Bemerkungen von E. Netto, C. Färber und ihm 
selbst, das vorliegende Einführungswort im Oktober 1908 anläßlich der Ausgabe 
des von H. Thieme bearbeiteten ersten Bandes: „Die Elemente der Geometrie“ 
zusammengestellt, für das er die Verantwortung übernimmt. 

2) I. Teil: Die Grundlehren der Arithmetik und Algebra. 2 Bände. 1. Band: 
Arithmetik. Von C, Färber. XV, 410 8. 1911. 
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sondern geht vielfach weiter bzw. tiefer, als es im Unterrichte mög- 
lich ist. 

In den Punkten, wo mehrere Anschauungsweisen möglich sind, 
hat sich der Verfasser unter Begründung seiner Meinung für eine 
bestimmte entschieden, in Anmerkungen jedoch auf andere Meinungen 
und deren Hauptvertreter hingewiesen. 

Der rote Faden, der sich durch die Arithmetik zieht, ist die 
Entwickelung des Zahlbegriffs. Mit den natürlichen Zahlen beginnend 
hat der Verfasser die gebrochenen, negativen, irrationalen und kom- 
plexen Zahlen in einer Weise einzuführen gesucht, die einerseits einer 
strengeren . Prüfung standhält, andererseits aber für den Schulunter- 
richt auch wirklich zu verwerten ist. 

Die „Arithmetik“ wird in der Form, in der sie hier geboten 
wird, bei der zurzeit für Prima vorgeschriebenen wiederholenden Zu- 
sammenfassung vielleicht gute Dienste leisten können. — 

Bei der Bearbeitung des vorliegenden Bandes über Algebra von 
E. Netto geht der Verfasser davon aus, daß die Grundlehren der 
Arithmetik sowohl den Boden für die algebraischen Forschungen 
liefern, als auch die Mittel für seine Bearbeitung. 

Von den hier behandelten Hauptgegenständen der Algebra seien 
hervorgehoben: die Theorie der algebraischen Gleichungen einer Unbe- 
kannten, insbesondere das Fundamentaltheorem über die Existenz der 
Wurzeln, sodann die Unauflösbarkeit von Gleichungen höheren Grades. 
Aus praktischen Gründen ist auch die Lehre von den Determinanten 
in ihren Hauptzügen der Algebra angegliedert worden. Dagegen war 
die Theorie der algebraischen Zahlen, als dem Charakter des Gesamt- 
werkes nicht entsprechend, auszuschließen. 

Des zweiten Teiles erster Band!) enthält die Elemente der G@eo- 
metrie. Der Begriff der „Elemente“ ist verhältnismäßig weit gefaßt. Es 
sind die einzelnen Lehren eingehender behandelt worden, als es in Schul- 
büchern üblich ist; es sind auch die einfachsten Lehren der analytischen 
Geometrie der Ebene und des Raumes, der Kegelschnitte und der Flächen 
zweiten Grades sowie der darstellenden Geometrie aufgenommen; auch 
sind in gewissem Umfange die verschiedenen Methoden für die Lösung 
planimetrischer Konstruktionsaufgaben nebst der neueren Geometrie 
des Dreiecks und des Tetraedes berücksichtigt. 

Des zweiten Teiles zweiter, von W. Fr. Meyer herauszu- 
gebender Band der Geometrie wird die geometrischen Gebilde vom 
Standpunkte der Verwandtschaften aus behandeln unter besonderer 
Berücksichtigung der Begriffe von Gruppe und Invariante. 





1) II. Teil: Die Grundlehren der Geometrie. 2 Bände. 1. Band: Die 
Grundlehren der Geometrie. Von H. Thieme. XII, 394 S. 1909, 








vu Zur Einführung 





Das ganze Werk ist, wie bereits aus Vorstehendem hervorgeht, 
nicht unmittelbar für den Unterricht bestimmt, will aber doch auch 
an seinem Teile zur Förderung des mathematischen Unterrichts bei- 
tragen. 

Die Frage der zukünftigen Gestaltung des mathematischen nrz 
richts ist im Flusse. 

Ist diese Frage auch mehr eine solche der Unterrichtsmethodik 
als der Wissenschaft, so können doch die Ergebnisse der zu lehrenden 
Wissenschaft nicht ds etwas Nebensächkehet angesehen werden. 

Diese Ergebnisse müssen vielmehr bei der Umgestaltung des 
Unterrichtes auch voll zur Geltung gelangen, wenn derselbe wirklich 
zur geistigen Förderung der Jugend dienen soll. 

Dazu ist aber erforderlich, daß die Lehrer der Mathematik, die 
den Unterricht in der neuen Gestalt ins praktische Schulleben über- 
führen sollen, nach jeder Richtung mit dem heutigen Stande der 
bezüglichen Gebiete der Wissenschaft vertraut sind. 


W. Fr. Meyer, E. Netto. 
H. Thieme.  C. Färber. 


Vorwort. 


Die Fundamente für den Aufbau der Algebra sind durch „die 
Grundlehren der Arithmetik“ gelegt; es handelt sich jetzt darum, auf 
diesem num gewonnenen festen Boden den Plan für das Gebäude der 
Algebra zu entwerfen, ihn zu fördern und — wenn möglich — zur 
Vollendung zu führen. Aber freilich erscheint dem spähenden Auge 
dies Ziel als ein ideales und daher unerreichbares; ein Blick genügt, 
um zu zeigen, daß in den Grundlehren eine unendliche Fülle von Ge- 
bieten sich öffnet, deren jedes einzelne des Schweißes der Edlen wert 
ist. Die Hauptaufgabe, die in den Grundlehren der Algebra zu lösen 
ist, beruht auf einer richtigen Beschränkung des zu behandelnden 
Stoffes. Ein Beispiel für solche Verhältnisse liefern meine „Vor- 
lesungen über Algebra“ verglichen mit der hier behandelten „Algebra“. 
Denn während in dieser nur alles Notwendige 'berücksichtigt wurde, 
liefern jene auch über das bloß Notwendige Hinausgehendes, sofern 
es nur interessant ist, oder neue Wege öffnet, oder bereits betretene 
Pfade ebnet. 

Auch hier, wie in den „Grundlehren der Arithmetik“, ist durch- 
gehend möglichste Vollständigkeit und gleichmäßige Berücksichtigung 
aller für den Schüler und daher für den Lehrer etwa in Frage kom- 
menden Abschnitte der Algebra erstrebt, und zwar derart, daß zum 
erfolgreichen Studium des Werkes die Kenntnis der „Grundlehren der 
Arithmetik“ an allen Stellen ausreicht. Die Verwendung des Begriffes 
der Stetigkeit wurde soviel als möglich vermieden, d. h. überall mit 
Ausnahme des Wurzelexistenzbeweises an der Stelle, die P. Gordan 
treffend als den transzendenten Teil des Beweises bezeichnet. Die An- 
ordnung des Stoffes ist nicht rein logisch gehalten und konnte das 
auch nicht, denn die Algebra erweist sich gegen ein solches Unter- 
fangen in ihren einzelnen Zweigen zu verschlungen oder zu spröde. 
Die vorliegende Schrift soll eben nicht ein methodisches, sondern ein 
systematisches Buch sein. Diese Verhältnisse erklären und rechtfertigen 
es auch, daß das gleiche Theorem mannigfach an verschiedenen Stellen 
behandelt wird, wie dies beispielsweise bei der Zerlegung von ganzen 
Funktionen in lineare Faktoren eintritt. 


Gießen. 
E. Netto. 
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Erstes Kapitel. 


Determinanten. 


$ 1. Ein überaus wichtiges Hilfsmittel für analytische und alge- 
braische Untersuchungen liefern die Determinanten. Ihre Entstehung 
verdanken sie dem Studium der Systeme von n linearen Gleichungen 
mit % Unbekannten); und darauf beruht auch hauptsächlich ihre Stärke; 
denn überall, wo solche Systeme auftreten, finden die Determinanten 
Anwendung und die Resultate der Determinantentheorie Verwertung. 
Und das findet naturgemäß sehr häufig statt. 

Ihrem Charakter nach gehört die Determinantentheorie zu den 
Anwendungen der Kombinatorik und hätte an dieser Stelle der Arith- 
metik behandelt werden können. Dabei wäre dann die Wichtigkeit der 
Begriffe „Permutation“ und „Inversion“ deutlich zutage getreten; aber 
freilich hätte die Bedeutung der Determinantenbildung noch nicht dar- 
gelegt werden können. Deshalb erschien es zweckmäßiger, sie hier, 
an der Schwelle ihrer Wirksamkeit unterzubringen. Es soll jedoch 
ihre Theorie nicht ins einzelne noch in alle Teile verfolgt, sondern 
nur soweit vorgetragen werden, als es die algebraischen Ziele unserer 
Untersuchungen nötig machen und rechtfertigen. 


$ 2. Es mögen n? Größen %,, gegeben sein (a,ß=1,2,3,..., n), 
die wir in » Zeilen und » Spalten einordnen 


ER AERO 

Lyı ‚Yae Ias - ı- an 
(1) Xp Xs9 Xgg De Lynn ’ 

Ln1 Eng Ln3 Be Ian 


so daß der erste Index « von x,, die Ordnungszahl der Zeile von (1) 





1) Die erste Idee geht auf Leibniz zurück (Brief an del’Hospital, Han- 
nover 1693), der sie aber nicht veröffentlichte. Cramer (Analyse des lignes 
courbes, Geneve 1750) fand sie von neuem; B&zout (Theorie des Equations alge- 
briques, Paris 1779) und Vandermonde (M&moire sur l’&limination, Paris 1772) 
erweiterten die Theorie. Durch Cauchy (Mem. sur les fonctions qui ne peuvent 
obtenir que deux valeurs, Paris 1815) und Jacobi (De formatione et proprie- 
tatibus determinantium, Berlin 1841) ward sie Allgemeingut der Mathematiker. 


Netto: Algebra d. 
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und der zweite ß die der Spalte anzeigt. Die x, , heißen die Elemente 
von (1). Wir bilden nun die n! Produkte 
(2) La, Kg, 73a, er: Inay? 
in denen die Indizes «,, &,, &,..., «, sämtliche »! Permutationen der 
Ziffern 1,2, 3,..., » durchlaufen. Bei der Bildung von (2) tritt also 
ein Element jeder Zeile und eins jeder Spalte von (1) auf. Ferner ver- 
stehen wir unter dem Symbole (Grundlehren I. Teil, I. Band, Arith- 
metik, S. 177 ff.) 
Dana 
die Anzahl der Inversionen der Reihe «,,«,,&,...,«, und setzen 


(3) D=- DI — Laleeel et 


wobei die Summe sich über alle »! Permutationen der «&,, &,..., &, 
erstrecken soll. 

Die Summe (3) der n! Glieder heißt die n-reihige Deter- 
minante der n? Elemente (1). 

Wir bilden einige Beispiele: 

Für n=2 wird 


nay) 


IRrF 1,2 az ug A 
D=-(— 1)" 2,2% + (1% 23 2 — 1 %g — La Ag. 


Für n=3 findet man die explizite Darstellung in sechs Sum- 
manden 


D=- (DEAN 2, 29 + — HP, 2: 2 + (— Due 
+ EN a (DPI u + (De 
— Vy1Vgglgg — Vyı Paz Vgg — Lg lg Ygz Tr LgVaglgı FT Ks %gı ag — Cıg VogKgı - 
Für n= 4 ergibt sich die Summe von 24 Summanden 

D = 2%, %yg Yigg Oya — Frı Vog Ugı Tas — Cıı %gg Cgg Cr + rs Kyg za Cs 

+ Xyı Var Vgg Paz — Fr Vaa Vz Vya — ig Xyı Uyg ya t Xp Kaı ga Vs 

+ Dyg Vog Ugı Da Kıg Vyg Iga Cyı — Kıy Ca Cgı Paz F %ıg Iga Kyz %yı 

+ %3 gı Ugg gs — Kız Day Ia Cyg — Fız ag Ugı Ua t Xız Ügg Ky Lu 

+ %y3 Vga Vz Va — Ts ga Ügg Iyı — Fra %gı Oggy Uyg + ya Kar Vyz Lug 

T Ka Vog Vzı Os — Ira Ugg Vgg yı — Krs Vgg Iyı Tag F Lıs Tag Ugg Lu: 


Wie man sieht, wächst die Anzahl der Summanden mit steigender 
Reihenzahl sehr schnell (vgl. Grundlehren I], I, S. 179). 


$ 3. In dem Produkte 
(4) pc Opya, Ua - Vaya, 


mögen die &,,@&,...,«, und die ß,, ßs, -. -, ß, je eine Permutation 
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der Zahlen 1,2,3,...,» bedeuten. Dann ist das Produkt (4) bei 
richtig gewähltem Vorzeichen ein Glied der Determinante (3), wie man 
durch Umordnung der Elemente «,, erkennt. Diese Umordnung führt 
zugleich zur Vorzeichenbestimmung von (4). Bilden nämlich die ß die 
Zahlenreihe in natürlicher Ordnung, so ist das Vorzeichen durch den 


Wert von 
(— 1)la a... 0n] 


bestimmt. Es fragt sich, ob man auch ohne vorherige Umordnung der 
Faktoren von (4) in ihre natürliche Ordnung das Vorzeichen von (4) 
direkt bestimmen kann. Wir wollen zeigen, daß es durch den Wert von 


(5) (— 1a @nl+ pre An) 


gegeben wird. In. der Tat: nimmt man in (4) unter den Faktoren 
eine Transposition, also eine Umstellung zweier Elemente x, und 
%s,o, vor, so ändert sich jedes der Inversionssymbole (Grundlehren I, 
I, S. 180) 

[&ı, Ogyeer, «„]; [ßı, Basar, ß,] 


um eine ungerade, ihre Summe also um eine gerade Zahl; demnach 
bleibt die in (5) niedergeschriebene Potenz von (— 1) ungeändert in 
ihrem Werte. 

Nun kann jede Permutation durch eine Folge von Transpositionen 
hergestellt werden. Folglich bleibt bei jeder Permutation der Faktoren 
von (4) die Summe (5) ungeändert, insbesondere auch bei der Per- 
mutation, bei der die ersten oder auch die, bei der die zweiten Indizes 
in ihre natürliche Reihenfolge gebracht werden. 


$ 4. Nach der Definition der Determinanten durch (3) wollen wir 
ihre wichtigsten elementaren Eigenschaften angeben und herleiten. 

I. Eine Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn 
_ man ihre Zeilen in gleicher Folge zu ihren Spalten macht 
oder umgekehrt. In der Tat geht durch diese Umstellung jedes 
Produkt aus (3) 


% a 42 &n U Gar L, &y m Lg, 1 


Vu? Va Vans. Ta,n 


über. Das zweite Produkt kommt, abgesehen vom Vorzeichen, auch 
in (3) vor; die Vorzeichen beider Produkte sind nach (3) und nach 
dem vorigen Paragraphen durch 


(— 1) Anye.., Cm] bzw. (— 1)[% %,..,@n)+ [ly2,...,0] 


gegeben, und da beide miteinander übereinstimmen, wie im vorigen 
Paragraphen gezeigt wurde, so ist die Behauptung gerechtfertigt. 
Aus I folgt, daß alle für Zeilen von (3) bewiesenen Eigenschaften 
ohne weiteres für Spalten gelten und umgekehrt; und aus diesem 
1* 
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Grunde fassen wir Zeilen und Spalten unter dem allgemeinen Be- 
griffe von Reihen zusammen. 

Ändert sich bei der unter I angegebenen Vertauschung von Spalten 
und Zeilen die Determinante auch ihrer Form nach nicht, d.h. ist 


Bee (x,1— 12a, 


dann heißt die Determinante symmetrisch. 
Ist dagegen bei einer Determinante (3) 
| A ei (,i1=1l,2,...,n), 
also insbesondere 
Yu a Ma 


dann heißt die Determinante schiefsymmetrisch. 

II. Durch die Vertauschung zweier parallelen Zeilen oder 
zweier parallelen Spalten einer Determinante ändert sich 
nur das Vorzeichen, nicht der absolute Wert der Determi- 
nante. In der Tat geht durch die Transposition der x‘ und 4” Spalte 
jedes Produkt aus (1), etwa 


Tao, 0 Mae. leer a 


ago, May: Ina ER 


ie 
@% NO, 


über. Das zweite Produkt kommt, abgesehen vom Vorzeichen, auch 
in (3) vor; die Vorzeichen beider Produkte sind nach (3) durch die 
beiden Potenzen 


(— Pur oo 2, en] bzw. (— 1)lem- „en. 00. san] 


bestimmt. Da die beiden Exponenten sich nur durch eine Transposition 
unterscheiden, so sind die beiden Vorzeichen verschieden; damit ist die 
Behauptung bewiesen. 

Ill. Wenn die entsprechenden Elemente zweier Parallel- 
reihen einer Determinante einander gleich sind, hat die De- 


terminante den Wert Null. Denn hat sie den Wert D, so geht 


dieser nach II bei der Vertauschung der beiden einander gleichen 
Parallelreihen in (— D) über; die Vertauschung ändert aber nichts an 
der Determinante, da die vertauschten Reihen einander gleich sind. 
Also ist — D=D, d.h. es wird D=0, wie behauptet war. 

Aus der Bildungsart der Determinanten geht hervor, daß sie ho- 
mogene lineare Funktionen der Elemente jeder Reihe sind.'!) 

Aus der Definition (3) folgt sofort 

IV. Multipliziert man sämtliche Elemente einer Reihe 
der Determinante mit einer willkürlichen Größe, dann mul- 
tipliziert sich der Wert der Determinante mit dieser Größe. 


1) Über den Begriff einer „homogenen linearen Funktion“ siehe später 
zweites Kapitel, $ 19. 


nn a 
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PER GER WRFERESRBE VEREHEEEEE 





Die Bezeichnung der Determinante (3) kann auf mannigfache Art 
vor sich geben. Am ausführlichsten und deutlichsten geschieht dies 
dadurch, daß man das System (1) in Vertikalstriche einschließt 


| XL, Kıg> Kısy +9 Hin 

Dgy, %ag; Kggy + +, Ion 
6 ee 
(6) Vai, tan, Ungı 9, Von 








| 2,19 Kn2) L37 A X 


Treten gesetzios Größen als Elemente x,, auf, dann wird eine solche 
oder eine ähnliche ausführliche Darstellung nicht zu vermeiden sein. 
Ist das Bildungsgesetz der &,, bekannt, so reicht es aus, 


(7) D=|x,,| (dB =ı1,2, 31249) 
zu schreiben. In ähnlicher Schreibweise bedeutet z. B. das Symbol 
Kar (e=1,2;8=3,4) 
die zweireihige Determinante, die ausführlicher geschrieben lautet 
Kr Te a 
| | T Yys Agı 7 Ag Uns 
Agz, Ay 


Häufig reicht es aus, eine Zeile oder eine Spalte anzugeben, etwa bei 
der Darstellung durch Zeilen 


(8) en Eire Xn2> Ku3) | (h= 1,2, 3, an); 
so dedeutet die vierreihige Determinante 
Il, 0, 2, 2 (h=1,2,5,4) 


soviel, wie die ausführlich geschriebene 
| I, 0,00 
EL U’, %g, Ip | 
| LANE eu, rue 


| 
BA 
ee 


Das Produkt der Glieder der von links oben nach rechts unten 
gehenden Diagonale in (1), die das sogenannte Hauptglied der De- 
terminante bilden, dient gleichfalls zu ihrer Bezeichnung, indem man 
schreibt E 
(9) D— I + %uylgg Bun: 

$ 5. Aus der Eigenschaft II, $ 4 läßt sich eine Umformung der 
Determinante D herleiten. Vertauscht man die :' Zeile n D mit 
der («—1)'*, dann in der neuen transformierten Determinante die 
(— 1) mit der (e — 2)” usf., bis die ursprünglich :'° an die erste 


07 
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Stelle gelangt ist, was durch (@—1) solcher Vertauschungen bewirkt 
wird, so erhält man die Gleichung 


| Faß IN re 
(,ß=1,2,..,n),; (h=1,1,2,..,.:-L ers 
Wendet man den entsprechenden Satz für Spalten jetzt auf die rechts 


stehende Determinante der letzten Gleichung an, so ergibt sich die 
weitere Umformung 


(10) Er or = De 
(@, Be 1, 2, .. n), 
(o=%,1,2,..,3—1,14+1,..,n,;7=Kk1,2,..,k—-1,%4+1,.,9) 
Allgemeiner: Aus II folgt, daß durch beliebige Umstellung der Zeilen 


und der Spalten von D je untereinander der Wert der Determinante 
sich bis auf einen Faktor + 1 reproduziert. Bedeuten also 


%y %gy Way 7 m k, hg, R;, Ti hi, 
zwei beliebige Permutationen der Zahlen 1, 2,3,..., n, dann ist zu- 
nächst 
ER, Mi = : T & 
D van R | %; kı . Yu k, | er = | Yuukı K,k, .o. Zr (h er) r 2, 3, ... n). 
| . . . | 
| BE RS | 


Um noch das Vorzeichen zu bestimmen, vergleichen wir das Haupt- 
glied der rechts stehenden Determinante, nämlich 


Ta Vin * Vinkz 


mit dem ihm litteral gleichen der linken Seite, dessen Zeichen durch (5) 
bestimmt wird, 
& 1)lr- in] ale Aalen 2 
und entnehmen daraus die Gleichung 
(10a) | Dh, De ib Vuyk | Io Kos 1) ‚ze tnl + [a en 
.$ 6. Aus (3) folgt, daß das Aggregat aller der Glieder der De- 
terminate D, die das Element x,, als einen Faktor enthalten, gleich 
DA 11 020 Ei 73 &g Us Da T, ee 
(@) 
also 
>= % > ee x 62 Tg Rat, La, 
(«) 


ist, wobei &,, &,, ..., «, alle (n—1)! Permutationen der Zahlen 2,3, ...,n 
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durchläuft. Daher ist die Summe rechts gleich der (n— 1)-reihigen 
Determinante 
Das Kuss 


IX, | > ke > Bu =D, (,ß=2,3,...,n), 





| ans Aus: - - ® 


nn 


so daß die Determinante (3) alle (n — 1) Glieder von x,,D,, umfaßt. 
Das Aggregat derjenigen Glieder von (3), die den Faktor «,, 
haben, wird durch die Formel (10) in Verbindung mit dem eben er- 
haltenen Resultate geliefert. Man erhält für dieses Aggregat den 
Ausdruck 
Neo 
(&=1,2,..,:—1,°+1,..,n; B=1;2,...,k—-1,k+1,...,n); 


diesen bezeichnen wir mit 
Di, so dB D,—=(- 1)‘t*2,,| 
(a=1,...,i—1,+1,...,n; ß=1,...,k—1,k+1,...,n). 
D,, ist die (n — 1)-reihige Determinante, die aus D durch Tilgung der 
v® Zeile und der %'® Spalte entsteht, multipliziert mit (— 1)‘+*; D,, 
heiße die Adjunkte von x, in D. 
Aus diesen Betrachtungen folgt für den Wert der Determinante 
der Ausdruck 
D=-2,Dı+ 2% Diet 3 Ds +" + GnDın 
und auch, wie aus der Vertauschung von Zeilen und Spalten folgt, 
‚D=2,Dıt241Dat Lu Dat + %ıDai- 


Denn jeder der »! Summanden von D enthält einen und auch nur einen 
Faktor, der der ersten Zeile (Spalte) angehört, und die zu jedem z,, 
(bzw. zu x,,) gehörigen Summanden sind in D, „(D,.) zusammengefaßt. 
Das Entsprechende gilt von jeder andern Zeile (Spalte); also ist 


| D=-2,D, +23 Det +%mDa; 


ri 
= D= 2,4 Dınt sr Daa + °° + na Dar- 


In der ersten dieser beiden Formeln treten die Elemente der »'* 
Zeile auf der rechten Seite explizit nur in den ersten Faktoren der 
Summanden auf, während D,,, D;., -:., D;, frei von ihnen sind. Ersetzt 
man sie durch die entsprechenden Elemente einer Parallelzeile, so 
wird die linke Seite wegen III zu Null; und das Entsprechende gilt 
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auch von den Spalten. Folglich ergibt sich als Ergänzung zu (11) 
die Reihe der 2(n — 1) Gleichungen 


= | = dr — ERS u or = LunDin: 
( ) (=, dr 49, Ds; +. 2.08 


Als Beispiel behandeln wir die dreireihige Determinante 


(+). 





I 
D=-\-2 5 5|=-157. 
A 234 
Hierbei wird für die Adjunkten gefunden 
KOEED I—2 5| 
Di ho ee D,=-— ne — 14, 
nF, F a BL: 
D el Bin D a] : — 25 
21 2-3 ’ 22 en ’ 
Kar! 
Ds o | 
5 BEN DEE 
a=r|; Ela ID, are 39 D 
ee 
2 5| ; 


und die 2»? Gleichungen (11), (12) werden jetzt (bei n=3) zu 
3.(—25)+1-14+4-(—24)=—157, —2:.(—25)+5- 14 +5.(—24)=0, 
3.11+1-(—-25)+4-(-2)=0, —2-11+5-(-25)+5-.(-2)=— 157, 
3-—15)+1:.(—23)+4-17=0, —2-(- 15) +5-.(—-23)+5-17=0, 
4.(—25)+2:.14—3-.(—-24)=(, 
4.11 +2.(-25)—3-(-2)=(, 
4.(—15)+2-.(—-23)—-3-17=— 151; 
3.(—25)—2-11+4(-15)=—157, 1.(—25)+5:11+2.(-15)=0, 
3-.14—2-(—25) +4: (—23)=0, 1:14+5-.(-25)+ 2.(-23)=— 197, 
3:.—24)—2.(—2)+4+417=0, 1-.(—-24)+5-.(-2)+2.17=0, 
4.(—25)+5-11—3.(-15=)0, 
4.14 +5-.(-25)—-3:.(-23)=0, 
4.(— 24) +5-(— 2) — 3-17 = — 157. 
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Wie man an diesem Beispiele sieht, kann die Formel (11) vor- 
teilhaft zur Berechnung von Determinanten benutzt werden. Die n-rei- 
hige Determinante wird dadurch zuerst auf (n — 1)-reihige reduziert; 
diese durch die entsprechende Formel auf (n—2)-reihige, usf. bis 
man zu zweireihigen Determinanten kommt, deren Werte ja einfach an- 
zugeben sind. Freilich kann diese Methode der Berechnung häufig 
durch bequemere ersetzt werden. 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Adjunkten D,, und D,, 
der Elemente x,, und &,, in der symmetrischen Determinante 


Min E2r („ß=1,2,3,...,n); (Lug Be). 


Der einfacheren Schreibweise wegen nehmen wir n=4; i=2; k=3. 
Dann wird 


| | 
Lyy Fa Pia ER 

& 3, . 
D; 3 = — | Pig: Dogg Vz , D;; EYiöTT | Kyı Ugg Igı 
| 
| 241 Lo Kg, ı Yyı Vaz I4a | 


Vertauscht man in D,, die Zeilen mit den Spalten, so folgt 


| 2 Zaı Fa | 
D; 5 rare | Tg Klogdg |) 
ERLDIEA 
und daraus wegen u 
D;; IX D,;- 
Allgemein gilt für jede symmetrische Determinante 
D,;; nn Di: 


Der Beweis für diesen Satz verläuft ganz analog dem für den speziellen 
Fall soeben gelieferten. 

$ 7. Durch die Formeln (11) wird leicht folgende weitere ele- 
mentare Eigenschaft der Determinanten bewiesen: 

V. Sind alle Elemente einer Reihe der Determinante J), 
etwa die der '® Zeile, Summen aus zwei Summanden 


28 Be Ini% 
2 = 5ıt N, La EBD ER PRO N 
D=D,+ DE 


wo D, bzw. D, dadurch aus D entsteht, daß die Elemente der 
esdürchrE,,, &s,..:, 5 bzw. durcheng: Mas - 5 Nm OT- 
setzt werden. In der Tat liefert (11) sofort durch die Gleichung 


(8; vr N)Da a Mg)Dis NT: Ken + n)Dn= Dı + Ds 


den Beweis des Satzes V. 


dann ist 
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Das Theorem V kann ohne Schwierigkeit auf mehr als zwei Reihen 
und auf Summen von mehr als zwei Summanden ausgedehnt werden. 
Beispielsweise behandeln wir 
| + HP taP MYıt AgYe | 
| tr bhfitbeß bdiyıt ders | =D. 


| ton Br ta Ay rt %Y | 
Nach V zerfällt D in acht Summanden 








a aß, ar! 0 aß, AgYyg Ag0 As Ps G7| 
rer b,ßı br + bio, b,Bı by ++ bs Ps Dera| 
ad aß am Kanon, aßı Ye) 690g CgPg CaYa| 
hy Ay Ag KR 
= ßırı |bı b, b, | "= & BY2| b, db, bs | 4:4 MyßaYe | de be bu |; 
aa6l .G4@ I &@ & 











nach III verschwinden diese sämtlich. Es folgt daher für unsere De- 
terminante der Wert 
Da 

als Schlußresultat. 

S$S 8. Aus dem Satze V kann man weiter den folgenden herleiten: | 

VI. Der Wert einer Determinante D bleibt ungeändert, | 
wenn man zu den Elementen einer Reihe die gleichen Viel- | 
fachen der entsprechenden Elemente einer Parallelreihe ad- 
diert. Ersetzt man z. B. in D die Elemente der :'°% Zeile 


ın 


durch 
Lı Ft 9% Cat 9%, Ust ls - +, Cm t Ian 


bei @+%, dann ist nach dem vorigen Theorem die neu entstehende 
Determinante D, gleich der Summe aus der ursprünglichen D und 
einer zweiten D,, bei der die Elemente der ;'”" Zeile den gemein- 
samen Faktor q besitzen, D),=D-+D,. Nach IV kann man g als 
Faktor vor die Determinante setzen; dann aber zeigt III, daß D, ver- 
schwindet. Man hat also D),=D. 

Beispiel I. Es wird die dreireihige Determinante durch die Um- 
formung 


| 
Lu, Yizy sy + dan | 
| 
4 


mu El "0 u 2 


abe Ds | 
n DeB | 1% Ya — I 
YyYy%ı=-’ y 2 BITTEN 


| 
272 re N 





als zweireihige dargestellt. 
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Beispiel Il. Es ist 











ee 2: 2°| 1/10 0 ) 

10, 2° 2° e% | 1, —2 nn) (a) 

12, 2° 2° | 11, —2% 2% — 2%) %°( — %) 
Ba, Lu —-n ua) Ba x) 


| U — 2 (X — 2) Xu’ (Rp — 81) | 
en al: — 2) BR — %)| 
ua Ua) Wu %)) 
= —- 3), - 2), - 0) 1 0’ 
en 
1 N 
=, 2), 2), 2%) 10 Ö | 
102% 2; — 2%) | 
1 


| 


u — Lg u — Re) | 
= (4) - m) u) —L2 2 — 22) | 
u (u —-%) 
= (9-3) —-H) a %,) | lı; | 
BR) 1 
= 2). - a) —-%) 
(23 — 2), — 8) 
(94 — 3) 
Allgemein findet man auf diese Art den Wert der sogenannten „Po- 
tenzdeterminanten“ 


Ia}:| = H- 2.) (k=12,...,nje=1,2,..,n—1;ß=2,3,...,n). 





$ 9. Ähnlich wie im $ 6 können wir hier nach dem Komplex 
aller der Glieder von D fragen, die x,, 2, als Faktor haben, und die 
wir mit 
X Tg D;:. 22 
bezeichnen wollen. Aus (3) ergibt sich sofort das Resultat 


Du.s [at Ss 1) (120, ... Fe N Te ih ae dry BER 
[04 X 


I 
I 


a | 


n 


Rn | 


| 
|: -% 


nn 
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Diese (n — 2)-reihige Determinante nennen wir die Adjunkte von 
Bl IND, 
In gleicher Weise definieren wir D, 


DR durch die Festsetzung, 
daß das Produkt 


% Km Dix; im 
alle und nur die Glieder von D enthält, die das Elementenprodukt 
%;,% 7 als Faktor haben. Wir nennen D, die Adjunkte von 


ik, Im 
%;,%m Ya D. Macht man durch Vertauschung von Zeilen und Spalten 
%;, zum ersten und x,, zum zweiten Gliede der Hauptdiagonale und 
berücksichtigt (10a), so sieht man: D,;, ‚„, entsteht aus D durch 
Tilgung der :" und der / Zeile sowie der kt und der mte 
Spalte unter Hinzufügung des Faktors 


ee 1) E12 n]+ tim... m), 
wobei, ausführlicher geschrieben, das Inversionssymbol 
ßl1l2-.-.n]=[ill12---G—1)@+1)---(—-1)(Ü+1)---n] bei i<I 
oder = [il12.--!—-HYAÜ+1)---@—1)@+1)---n] bei i>I 
und ebenso Ä 
[km12---n]=[|km12-..(k—1)(k+1)---(m—1)(m+1)---n] bei k<m 
oder =|km12---(m-—-1)(m +1): --(k—1)(k+1)---n] bei k>m 
zu setzen ist. 
Hieraus folgt 
Dim = u 
Die weitere Ausdehnung des Adjunktenbegriffes ist naheliegend. 


im;ik alle, 


$& 10. Im vorigen Paragraphen bildeten wir aus D durch Strei- 
chung einer Anzahl von Zeilen und einer gleichen Anzahl von Spalten 
Determinanten von niedrigerer Reihenzahl D,,,D;,. my:-. Polche De- 
terminanten heißen Unterdeterminanten oder Subdeterminanten 
oder Minoren von D. Aus den Grundlehren der Kombinatorik ergibt 
sich, daß für ein n-reihiges D 





(n)? (n — 1)-reihige Minoren 
2 
er B) ) (N — 2)- „ „ 
— 1)(n — 2) \? : 
B 1- I ") “ n—3)- , „ 
n(n—1)--.3-212. 
( E95 (Mn = ) x (n)? = „ „ 


vorhanden sind, wobei die Elemente «,, als einreihige Minoren aufge- 


ee 








Unterdeterminanten. — Minoren 13 

















faßt werden. — Die Adjunkten sind positiv bzw. negativ zu nehmende 
Minoren. 
Es sei die n-reihige Determinante 
D=|x,| (,k=1,2,.--,n) 
nebst den beiden Minoren von r bzw. von (n—r) Reihen 
D,=- [2;,| Gk=1,2,..,r;r<n) 
DE) (k=r+1,r+2,---,n) 


gegeben; wir bilden das Produkt aus beiden Determinantenminoren 
D,D,— Ir na any DIN Ama 
WIEN n, be Ah 
hier ist jeder der Indizes «,ß,...,y kleiner als jeder der Indizes 
0,&,...,6; also wird 


april: [88228] = [&Pß:.: PoR..6] 


D,D, = >(- Denia 2a 22. Zar 


d.h. das Produkt D,D, besteht aus r!(n—r)! Gliedern von D 
mit entsprechend gleichen Vorzeichen. Diese r!(n—r)! Glieder 
sind sämtlich untereinander verschieden. 
Das erlangte Resultat kann folgendermaßen erweitert werden: 
Wir setzen die »-reihige Determinante an 


’ . 
UE= || (= 0,,0,...,0,; k= Bi, By... Pu): 
wo die « wie die ß eine Permutation von 1,2,3,...,n bilden. Weiter 
seien die beiden Minoren von D’, die r-reihige 


D=|2.| = a,0,...,0,;k=P,Pßa..., Pr) 
und die (n— r)-reihige 
D E73 Bea, =, 1: Bu) 
gegeben. Man hat dann nach $ 5, (10a) 
D = (— 1)la.-@nl+[Aı..-Pn} D’; 
ferner umfaßt nach dem soeben Bewiesenen das Produkt D,’D, beider 
Minoren r!(n—r)! Glieder von D’; folglich besteht das Produkt 
(— 1) an] + Me -Bml D,’D,' 


aus r!(n—r)! verschiedenen Gliedern von D. 

Wir wollen das mit richtigem, soeben bestimmten Vorzeichen ver- 
sehene D, die Adjunkte von D,’ nennen; diese Adjunkte des Mi- 
nors D, stimmt mit der des Hauptgliedes von D,’ überein, so daß die 
jetzige Benennung eine naturgemäße Erweiterung der früheren ist. 


und somit 
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$ 11. Sind die Zeilen in D,’ für sich und die in D, für sich 
nach wachsender Größe der Indizes geordnet, so daß 
<< <o,; Gy nl. ae e 
“dann läßt sich das Symbol 


Be gehtäln 


welches in der letzten Formel des $ 10 für D,D, auftritt, einfacher 
darstellen. Das zeigen die folgenden Betrachtungen. 
Es liefern «&,, &,,..., «, untereinander keine Inversionen und eben- 


SOWENIg @,,1,&,49, ---,@&,. Daher sind zur Feststellung der Inversions- 
anzahl nur &, &,..., &, einzeln mit «, #17 %429 447%, ZU vergleichen. 
Dabei ruft @,, mit «&,,,,&,,s,..., &, verglichen, («&—1) Inversionen her- 


vor; denn die Zahlen 1,2,..., («,—1) folgen auf «,. Ferner ruft «,, 
mit @,,1, &, 49, ---, &, verglichen, («,—1) Inversionen hervor, da alle 
kleineren Zahlen außer «, auf «, folgen. So geht es weiter, und man 
findet für das Inversionssymbol für die Bestimmung der « 


02...) = (+++) (142434 4r) 
- (Ho) er 


Sind auch die Spalten in D,’ sowie die in D,’ nach wachsender Größe 
ihrer Indizes geordnet, so findet man in ähnlicher Art 


BB) + ter) 


Daher wird, weil r(r +1) stets eine gerade Zahl ist, 





(— A err a free we at tat Bit tn), 


Ist also insbesondere 


D, = |2,| 
(13) (= 152, 47, k=ß,ßs .. ß,; B<B=ne 
D,= %,| 


el n; k= P,+» Du; B,,1ı<h, 4 Sad 
so besteht das Produkt 
r(r+1) 
(13a) (—1) 2 DD 
aus r!(n—r)! verschiedenen Gliedern von D. 


Nun wollen wir in (11) für ß,, ßs, ßs,---, ß, alle Kombinationen 
r‘* Klasse der Reihe 1,2,3,...,n nacheinander einsetzen und jedes- 





Hit fat +Br) 





Der Laplacesche Zerlegungssatz 15 








mal das zugehörige Produkt (13) bilden. Die Anzahl dieser Produkte 
ist gemäß den elementaren Lehren der Kombinatorik gleich 


(7) n! 
r r!(n—r)!’ 


und jedes enthält »!(n—r)! Glieder von D. Diese sind sämtlich unter- 
einander verschieden, so daß sie zusammen alle n! Glieder von D liefern, 
und zwar jedes ein einziges Mal. Folglich erkennt man: Es ist 


(14) D - I(- 1, D,mD,®, 
wobei der Exponent r von (—1)’ durch die Gleichung 
era +B+ + B) 


bestimmt wird, und wobei 


D9= %,| 
(14a) (=1,2,3,...,r;k= Buß -.,B,); 
Ds” Su | Ku, 


er Fun kB, frrs--s Br; Bande 
bedeutet; die Summe erstreckt sich auf alle Fe) wohlgeord- 


neten Kombinationen ß,, ß,,..., ß, der rt® Klasse von 1, 2, 
3, ...,0. Dieses Theorem heißt der Laplacesche Zerlegungssatz. 
P.S. Laplace hat ihn in seinen „BRecherches sur le calceul integral et 
sur le systeme du monde“, Paris Acc. des Sciences (1772), 2° part, 
p. 267 angegeben. 

Setzen wir beispielshalber bei n = 4 die Determinante 





dddd, 


und r = 2, so wird, ohne Reduktion der Potenzen von (— 1) auf ihre 
Werte +1 oder — 1, 


Garsleleec Kae 0.6 

De (2.1Y8+3 193 (ei C3 Ca —1)3+8 Gi 
Er bb aa,|* | db; |d.d, 
a| IC Kr ac 

+ (+5 2°). + (-1)8+5 | ° °|. | 
1b, 5, | Idea, | bb, |d.d, 





2a 1% aa, |G% 
ED En EEE 2 
bsb,| dıd, \bzb,| ‚dı ds 














16 Erstes Kapitel. Determinanten 











Es ist nämlich nach der Voraussetzung 


r-(r+1) s 
—=3, 


und in den sechs Summanden treten die Wertepaare auf 


N 
h, mh Bm Bm 2, Brad 
Pr, Bar De 
$ 12. Durch Ausrechnung überzeugt man sich leicht von der 
Richtigkeit der Gleichung 
abi |a$| | wa+bP aa +bB, 
“ab a BR vae+bB u +bß, | 
durch die das Produkt zweier zweireihiger Determinanten wieder als 


zweireihige Determinante dargestellt wird. Dieses besondere Resultat 
regt dazu an, allgemein Determinanten von der Bildungsform 


(15) D=|6,| (,k=1,2,3,..,n) 
(15a) >= Id 4 Best List: Fi, en 


zu betrachten. Für n=3 hat man also beispielsweise die Gestaltung 
zu untersuchen 


(15b) D, = 
Lö tWedietFısäıs Fra + ınöoet Lısdes Lrıösıt Linde + Xısäss 
| Faı Ent lggdıt Landis Kaıösı + Mandant X las Taıösı + Wan dse + Tas ss 
| 291 E11 + Rgnöıs + Logs Ms East Lgabnn + Laskrs as Esı F Los Ense + Yasöns 
Da die für ein beliebiges n geltenden Schlüsse denen für n=3 durch- 
aus analog verlaufen, so reicht es vollständig aus, die Behandlung für 


diese dreireihige Determinante D, (15b) auszuführen. 
Nach $ 7 zerfällt D, in 3°—= 27 Determinanten von der Gestalt 








RE % 2582 Ku gu 
Rz > Made Yarber Fau aa 
hr | 1,8, %ya er Lu Eu 


in dieser Summe durchlaufen x, A, u unabhängig voneinander die 
Werte 1, 2,3. Nach $ 4, IV können wir setzen 





I 


| I, Ur Mu | 


D; E: > SURFEN Lg, %ı Lgu | 


| 
x,1, | 
r Hy. Vz Ku 


(A,u—=1,23% 

















Multiplikation von Determinanten 7 


Von den 3°?=27 rechts auftretenden Determinanten verschwinden alle, 
bei denen mindestens zwei der drei Indizes x, A, u einander gleich 
werden ($ 4, III). Es bleiben also nur noch die 6=5! zurück, in 
denen die Indizes %, A, u sämtlich voneinander verschieden sind. Für 
alle diese wird die entsprechende Determinante der rechten Seite 


! | 
D’=+|&%ı La Cs | 
%gı Lg I > 


X gg gg | 
so daß D, durch D,' teilbar, und der Quotient D,:D,’ von den x,, 


unabhängig und eine Funktion der $,, allein wird. Wir dürfen daher 
setzen mit noch unbekanntem @ 


D=Q|2ı (,k=1,2,3). 


Eine besondere Annahme über die Elemente x,,, z. B. die einfache 
Festsetzung 
fee 


(0,6—=1,2,3;0=+6), 
N 


liefert den Wert von @. Denn hierfür wird unter Berücksichtigung 
von (15a) 
a (,k=1,2,3). 


Man findet also 9 = |$,,| und folgert daraus dann für n=3 die 
Gleichung 
Ka LAS ESE RT E 


Das entsprechende Resultat gilt allgemein für ein beliebiges n. 
Vertauscht man die Zeilen mit den Spalten in einem oder in beiden 
der Faktoren, so kommt man zu dem Resultate: 

Das Produkt zweier n-reihiger Determinanten 

Pe lskundz Le REN) 


ist als n-reihige Determinante |c,,| darstellbar, wo für c, 
eine der vier Summenformen gewählt werden kann: 


ea see Tr Duskıs ch or Een 
CT Gb t Gaben t Ya tr Sana 
Cy = I1sönı 4 Rasdas + Baia Ft sen 
Ca Rrsbın F Raider tr Basbsr t °° F Rnsdr 
Als Beispiel schreiben wir die Formeln für n= 2 ausführlich nieder 


und kommen zu den Identitäten 
Netto: Algebra 2 
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(ad —be)(ed — By) = (au +by)(eß +dö) — (aß +bI)(c«+dy) 
— (a« + cy)(bB+ dd) — (aß-+cd)(be + dy) 
— (aa+cPß)(by+dd) — (ay-+ cö)(ba + dP) 
— (aa+bPB)(cy +död) — (ay+bö)(ea+dPß); 


hieraus folgt insbesondere für ca=a, ß=b, y=c,d=d 


(ad — be)’ = (a +be)(be+d?) — (ab+ba)(ac+cd) 
| — (a? + 0)(b? + d?) — (ab + cd)? 

— (a? +be)(be-+d?) — (ac+cd)(ab+bd) 
a? + b°)(c? +d?) — (ac+bd)”. 


Man überzeugt sich leicht davon, daß im allgemeinen 
EEE Er EEE RS E7E 


hinsichtlich der Form der Produktdeterminante ist, während natürlich 
der numerische Wert beider Seiten der gleiche ist. Für die Produkt- 
bildung von Determinanten ist also das Kommutationsgesetz nicht 
gültig. 


$ 13. Unter einer Matrix!) von m -n Elementen x,, verstehen 
wir ein in Form eines Rechtecks angeordnetes Elementensystem von 
m Zeilen und » Spalten 


I Ka +4 
(16) ae (a) (=12,..,m;k-1,2,.,n) 
\Ymı ma + ® 


Dabei ist über das Größenverhältnis von m zu n nichts vorausgesetzt. 
Bedeutet nun t eine Zahl, die nicht größer ist als die kleinere der 
beiden Zahlen m, n, und wählt man ? beliebige Zeilen und £ beliebige 
Spalten von (16) aus (x,,), so kann man die t2 Elemente, in denen 
sich die gewählten Zeilen und Spalten schneiden, ohne Ändex ung ihrer 
Folge zu den Elementen einer i-reihigen Determinante machen. Von 
jeder solchen Determinante sagen wir, daß sie der Matrix (w,,) an- 
gehört. 

Die kleinere der beiden Zahlen m und n heiße «. Ist dann der Wert 
von mindestens einer der zur Matrix (z,,) gehörigen w-reihigen Deter- 
minanten von Null verschieden, so sagen wir: (x,,) hat den Rang u. 





1) Der Begriff der Matrizen wurde von A. Cayley (Journ. f. Math. 50, 
S. 282, 1855) festgelegt. 





Matrix. Rang 19 








Sind dagegen alle «-reihigen, zu (x,,) gehörigen Determinanten gleich 
Null, aber nicht alle («— 1)-reihigen, so sagen wir: (x,,) hat den 
Rang (“—1); und allgemein, wenn alle zu (x,,) gehörigen (r-+1)- 
reihigen Determinanten verschwinden, aber nicht alle r-reihigen, so 
sagen wir: (%,,) hat den Rang r'). Endlich legen wir der Ma- 
trix (%,,) den Rang OÖ bei, wenn alle «,, gleich O sind. Diese 
Definitionen bergen keinen Widerspruch, da mit den Determinanten 
von (r+1) Reihen auch die von höherer Reihenzahl verschwinden. 

Durch Vermehrung der Reihenzahl kann der Rang einer Matrix 
wohl zunehmen, jedoch nie abnehmen. 


$ 14. Ist eine. n-reihige Determinante |x,,| vorgelegt, so bilden 
wir aus ihren, in gleicher Anordnung genommenen nn Elementen 
eine quadratische Matrix. Der Determinante |x,,| legen wir den 
Rang der Matrix bei; also unabhängig von der Beziehung zu einer 
Matrix ausgedrückt: verschwinden alle (r+1)-reihigen Minoren 
von |%,,|, aber nicht alle r-reihigen, dann hat |z,,| denRang r. 
Beispiele. Die Matrix 


hat den Rang 3, da 


ist. Die Matrix 


hat den Rang 2, da 


| u 2ER | en | N. 15) 
en -2 5 2|-|-2 > || Da 
1 | NETTE a! 3| BT A 

ist, während 
| 1740 


1) Diesen wichtigen Begriff hat G. Frobenius eingeführt (Journ. f. Math. 86, 
S. 148, 1879). 
9* 
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VBRHISRTAu DEN 
1; Ze o) 
BSa L2 215 


hat den Rang 1, da ihre zweireihigen Minoren sämtlich verschwinden, 
ohne daß die Elemente Null sind. 





wird. Die Matrix 








Zweites Kapitel. 
Funktionen. 


$ 15. Nachdem wir nun im ersten, vorbereitenden Kapitel die 
Theorie der Determinanten soweit auseinandergesetzt haben, als es die 
Anwendungen erfordern, die wir in der Darstellung der Algebra von 
diesem Hilfsmittel zu machen gedenken, wollen wir einige grund- 
legende Begriffe besprechen, die für den Aufbau der Algebra unent- 
behrlich sind. Ihre Bedeutung reicht über die Grenzen dieses Wissen- 
schaftsgebietes hinaus und bringt sich in allen Teilen der Funktionen- 
theorie zur Geltung. 

In der Analysis unterscheidet man zwischen unveränderlichen 
oder konstanten Größen und veränderlichen oder variablen 
Größen. Jene behalten entweder stets oder doch für den ganzen Ver- 
lauf einer Betrachtung denselben Wert; diese können im Laufe einer 
Betrachtung verschiedene Werte annehmen. Zu den Konstanten ge- 
hören natürlich alle Zahlen, mögen sie direkt gegeben oder durch einen 
Buchstaben angedeutet, aber unbestimmt gelassen sein; die Anfangs- 
buchstaben der Alphabete, nämlich a,b, c,d,...,«,ß,y,6,... werden 
häufig zu diesem Zwecke benutzt. Für die Bezeichnung von Variablen 
gebraucht man meistens die letzten Buchstaben des lateinischen Alpha- 
betes x, y, 2,t,u,... und die als entsprechend angenommenen 5, n, $&, 
T, dv, .... des griechischen. 


$ 16. Ist der Wert einer Variablen von dem Werte einer anderen 
Variablen abhängig, so heißt die erste eine Funktion der zweiten.!) 
So ist das Volum eines Körpers neben anderen auch eine Funktion 
seiner Temperatur, d. h. es ändert sich, wenn die Temperatur sich 
ändert; so der Umfang eines Kreises eine Funktion seines Radius. In 
der Mathematik werden nur solche Funktionen betrachtet, bei denen 


1) Joh. Bernoulli I. (Paris, M&em. 1718, p. 100): „On appelle ici fonction 
d’une grandeur variable une quantit&E composee de quelque maniere que ce soit 
de cette grandeur variable et de constantes.“ 








Rationale ganze Funktionen FT; 

















das Gesetz der Abhängigkeit durch einen mathematischen Ausdruck 
fixiert werden kann. Durch welche Operationen ein derartiger Ausdruck 
gebildet werden darf, bleibt dabei der Willkür überlassen. Wenn wir 
z. B. unter E(a) die größte ganze Zahl verstehen, die in der positiven 
Zahl a enthalten ist, so kann #(z) als Funktion von X betrachtet 
werden, wobei x von Null ab wachsend variieren darf. Oder wenn 
wir das Grenzzeichen „lim“ als mathematische Operation zulassen, dann 
wird der Ausdruck 


eine Funktion von &, die für &=1 den Wert 1, für alle anderen 
reellen Werte von x den Wert 0 annimmt. Mit solchen allgemeinen 
Funktionenbildungen wollen wir uns aber hier nicht beschäftigen, son- 
dern nur mit den einfachsten, mit denen, die in der Algebra auftreten. 

Funktionen werden durch Buchstaben f, 9, h,F,G,g,%,... und 
auch der Unterscheidung wegen durch diese, mit Indizes versehenen 
Buchstaben f, @,, Pu, ; - - bezeichnet; will man die Variablen hervor- 
heben, so werden sie, in Klammern geschlossen, hinter die Funktional- 
bezeichnung gesetzt!), also 


f(&), JO, kW), FW), pn), - 


In gleicher Weise verfährt man, wenn die Funktion von mehreren 
Variablen abhängig ist, wie z. B. die Fläche einer Ellipse von der 
Länge der beiden Hauptachsen, indem man schreibt 


f(&, Y), G($, N, 3% U, (t, u), 2 
sprich „f von x“, „g von &* usw. 


$ 17. Funktionen, die aus Variablen und aus Konstanten durch eine 
endliche Anzahl von Additionen und Multiplikationen hergestellt sind, 
heißen rationale ganze Funktionen oder hier, wo kein Mißver- 
ständnis zu befürchten ist, kürzer: ganze Funktionen?). Die Hinzu- 
nahme der Subtraktion zu den gestatteten Operationen würde keine 
Erweiterung auf andere Funktionen zur Folge haben, da 


A—B-A+(-B) 


ist, und die negativen Größen von vornherein Aufnahme finden sollen 





1) Viete (1540—1603) bezeichnete Variable und Funktionen durch Vokale. 
Die jetzt übliche Bezeichnung stammt von Descartes (1596—1650). 

2) In der Funktionentheorie versteht man allgemeiner unter ganzen Funk- 
tionen von x solche Funktionen, die nur für unendlich große Werte der Variablen x 
unendlich groß werden, die also in der Form beständig konvergenter Reihen 

+ 420 —+a,%°+a,2”-+ :-- in infinitum 
darstellbar sind. 
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als gleichberechtigt mit den positiven. Ebensowenig brauchen wir das 
Potenzieren mit ganzen positiven Exponenten, da es durch wiederholte 
Multiplikation ersetzt werden kann 


x=x.2.2, (l+y+z”=(1+y+z2)(l+y+2), .... 


Ganze Funktionen können in mancherlei verwickelten Gestalten 
auftreten; es gilt aber der Satz: Jede ganze Funktion einer ein- 
zigen Variablen x kann auf die „Normalform“ 


(1) fd) = ty ++. +a,r 


gebracht werden, in der qa,, &, ds, ':',a, Konstanten bedeuten 
und n eine ganze positive Zahl ist. 

Wir wollen diese Behauptung nach der Methode der strengen 
oder der vollständigen Induktion nachweisen. (Siehe Grundlehren, 
I. Teil, I. Band, S. 10.) 

Wir nehmen an, für die Bildung einer vorgelegten ganzen Funk- 
tion p(x) seien % der erlaubten Operationen nötig; wir setzen ferner 
die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes für alle Funktionen voraus, 
die durch höchstens (k— 1) Operationen gebildet werden können; wir 
denken uns endlich die (k—1) ersten, zur Bildung von @ erforder- 
lichen Operationen durchgeführt; dann ist die k* Operation eine Ad- 
dition oder eine Multiplikation, und @ hat bzw. die Form 


o(&)=A+B oder pa@)=4A-B. 


Hier entstehen A und 5 durch weniger als k Operationen, können 
also nach der Annahme in die Normalform gebracht werden; dann 
sieht man sofort, daß für p(x) das gleiche gilt. 

Für k=1 ist der Satz richtig, also gilt er allgemein für jeden 
Wert des k. 

Die Konstanten a,, @,, ..., a, heißen die Koeffizienten der 
Funktion und n ist ihr Grad.?) 


$ 18. Ebenso können wir beweisen: Jede ganze Funktion 
zweier Veränderlichen x und y kann auf die „Normalform“ 
2) Fa Yy) — Mt (MoRt a Y) + AR + Ay Hy): 
+ (a,00"+ EN a ai G,,n_1%Y" "+ 9,2%") 


gebracht werden. Denn betrachtet man die vorgelegte Funktion zu- 
nächst als Funktion von x allein, so kann man ihr nach $ 17 die Form 


A+As+AmDt:-- Am (4, +0) 


1) Viete, Ad logisticem speciosam, prop. XXIV; herausgeg.vonv.Schooten, 
Lugd. Batav. 1646. 





Homogene binäre Form 23 








geben, bei der die A,, A,, As, ..., 4, ganze Funktionen der y und 
frei von x sind. Man kann daher 


Sr 3 

A, Mt hy te y?+t Aym 4", 
Nr 2 

Aa ta Fas?+--- Im", 


setzen, wo nicht alle «,,, @&„ ... von Null verschieden zu sein brauchen, 
wo aber keine höhere Potenz von y als die m‘ auftritt. Trägt man 
diese Werte für die A in den vorhergehenden Ausdruck auf der rechten 
Seite der letzten Gleichungen aus $ 17 ein, so entsteht (2). 

Die einzelnen Summanden sind von der Gestalt 


Ga. 
a, ’ 


darin heißt a,, der Koeffizient, 2°y’ das Potenzprodukt des 
Gliedes und (9+h) seine Dimension. Die höchste in den Gliedern 
von (2) auftretende Dimension heißt der Grad von f(z, y).‘) 

Die Umwandlung einer ganzen Funktion in die Normalform kann 
auf mancherlei Wegen durchgeführt werden. Daß man aber dabei stets 
auf den gleichen Ausdruck geführt wird, kann erst später bewiesen 
werden. 

Die angestellten Betrachtungen lassen sich in einfacher Art auf 
Funktionen von drei und mehreren Variablen erweitern. 


$ 19. Haben alle Glieder einer ganzen Funktion die gleiche, 
etwa die »‘®* Dimension in den vorkommenden Potenzprodukten, so 
heißt die Funktion homogen von der v** Dimension.?) So sind 
die Aggregate 


ac+by, a +py re +öay Hey, pErging+rER 


homogene Funktionen von der Dimension 1, bzw. 2, 3. Eine ganze 
homogene Funktion heißt eine Form?°), und zwar bei zwei, drei, 
vier, .... Variablen binär, ternär, quaternär, .... Die soeben als 
Beispiele angeführten Formen sind linear binär, bzw. quadratisch 
ternär und kubisch ternär. 

Ist p(z,y,2,...) eine Form von der Dimension »v, so wird, 
wenn ?t eine willkürliche Größe bedeutet, 


(3) ylta,ty,iz,..)=typl,y2...); 





1) In Frankreich sagt man Grad (degre) auch da, wo wir von Dimension 
sprechen. — Vgl. L. Euler, Introductio in anal. infinit. I, cap. 5. 

2) L. Euler, Introductio in anal. infinit. I, cap. 5, $ 83. 

3) C. F. Gauß, Disquis. arithm. $ 266. In England werden die Formen nach 
Cayley als Quantics bezeichnet. 
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umgekehrt ist eine ganze Funktion 9, die diese Gleichung 
befriedigt, homogen von der v® Dimension.!) In der Tat, ist 
gzeyPzr... ein Glied von p, so folgt aus der Gleichung 


(ct) (yErlzi)? u ge TP tr gern 


die Richtigkeit der Behauptungen. 

Jede beliebige ganze Funktion kann durch die Einfüh- 
rung einer neuen Variablen in die Gestalt einer homogenen 
Funktion gebracht werden. Ist etwa f(x, y, 2) vorgelegt, so ge- 
nügt es, jedes Potenzprodukt 

gqx“yPz! durch gaeryPrw er 


zu ersetzen, wenn v» den Grad von f angibt; oder, was auf das gleiche 
hinausläuft, es genügt, in f(x, y,z) die Variablen 

x,y, 2 durch — 
zu ersetzen und das Resultat mit «” zu multiplizieren. Für v=1 
kommt man auf die ursprüngliche Funktion f(x, y, 2) zurück. 


$ 20. Sind in einer ganzen Funktion die Variablen durch untere 
Indizes voneinander unterschieden, %,, %, %g, X, - - -, &,, dann heißt 
die Summe 


0-5 +1-,+2:, +5: +n:0,=Ä4 
das Gewicht des Gliedes 


Ro ,&ı „.@a _&s u27} 
Io LT KL, X ed, e 


N? 


Haben alle Summanden einer ganzen Funktion der Variablen x das 
gleiche Gewicht A, so heißt die Funktion isobar vom Gewichte A. 
So ist die Funktion 


, 3 3 hr 2.2 
18 2,0, 09%; — Ay? — XL + 9 — 210, Kg 


homogen vom Grade 4 und isobar vom Gewichte 6. 

Sind die Funktionen ’o(%,,%,2,-...) und Dia ara 
isobar von den Gewichten u bzw. v, so ist ihr Produkt iso- 
bar von dem Gewichte (u +v). Die Richtigkeit dieses Satzes ist 
leicht nachzuweisen. 

Im Verlaufe unserer Untersuchungen werden wir zuweilen auf 
ganze Funktionen stoßen, die zugleich homogen und isobar sind. So 
ist z. B. hinsichtlich der « 


homogen von der Dimension 4 und isobar vom Gewichte 6. 





1) L. Euler, ibid. 8 88. 
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$ 21. Die Algebra beschäftigt sich zunächst mit den Eigenschaften 
der ganzen rationalen Funktionen; doch führt die Natur ihrer Pro- 
bleme auch zu umfassenderen Funktionengattungen. Unter diesen sind 
hauptsächlich die gebrochenen rationalen oder kürzer die gebro- 
chenen Funktionen hervorzuheben als einfachste Erweiterung der 
ganzen Funktionen. 

Funktionen, die aus den Variablen und aus Konstanten durch eine 
endliche Anzahl von Additionen und Multiplikationen und Divisionen 
abgeleitet werden können, heißen rationale Funktionen. Ist eine 
rationale Funktion nicht ganz, so ist sie gebrochen. 

Als Beispiele führen wir an, etwa 


ir x” 





133% 1 
f(x) = IF Er 442°? 9(8, n) RE m 32 





1 1\4 1 Te i 
RD er as =) ar (ee 5 n) 
Wie man sieht, kann die Gestalt einer solchen rationalen Funktion 
recht verwickelt erscheinen; aber auch für sie gibt es eine einfache 
Normalform. Wir weisen nach: 

Jede rationale Funktion einer einzigen Variablen kann 
auf die Normalform eines Quotienten zweier ganzen Funk- 
tionen dieser Variablen gebracht werden. 

Auch hierfür liefern wir den Beweis durch strenge Induktion ($17). 
Wir nehmen an, der Satz wäre für alle rationalen Funktionen richtig, 
die sich durch höchstens (k— 1) Operationen aus den Konstanten und 
der Variablen mittels Addition, Multiplikation und Division herstellen 
lassen. Wir zeigen dann, daß der Satz auch für % Operationen richtig 
bleibt. Da seine Richtigkeit für k=1 ersichtlich ist, so folgt er für 
k=2,3,4,... und so allgemein für jedes endliche, wenn auch 
noch so große Ä. 

Liegt ein mittels k Operationen hergeleiteter Ausdruck vor, so liefert 
die letzte, bei seiner Berechnung vorzunehmende Operation Aufschluß 
über den Charakter des Gesamtresultates, ob er eine Summe oder ein 
Produkt oder ein Quotient ist, also ob er die Form hat 


Ares Beiöder Abi, öde AD. 
Dabei sind A und B durch weniger als % Operationen darstellbare 
rationale Funktionen; sie können also auf die Normalform gebracht 
werden, so daß wir setzen dürfen 


9x)? Bau @” 
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wo f, 9, fi, 9, ganze Funktionen von x bedeuten. Dann wird in den 
drei möglichen Fällen bzw. 





98) 9, () G(x) 
Fate) we) 
u Vpr ag), GR)’ 
A: Ba f(@) 9, (®) #3 (@) 


vwha) Gr’ 


wo F,F,,F,, @G, G,, 6, ganze Funktionen der Variablen x sind. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Die Reduktion auf die Normalform kann auf verschiedenen Wegen 
durchgeführt werden; dabei stellt es sich heraus, daß die Darstellungen, 
auf die man kommt, voneinander verschieden sein können, was bei den 
ganzen Funktionen nicht der Fall war; so hat man z.B. 


ArB-fOH@ the) ae _ Fa) 





1—x 0-2 , 1224 % 1—ı? 


il: zlatı Bao (wie 


Wir werden aber später sehen, daß diese Verschiedenheit nur in der 
Hinzufügung oder der Unterdrückung eines und desselben Faktors im 
Zähler und Nenner der Normalform bestehen kann. 

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, daß bei der Bildung 
rationaler Funktionen auch Potenzen mit negativen ganzzahligen Ex- 
ponenten benutzt werden dürfen, da ja die Gleichung gilt 











» 


Die Erweiterung des Begriffes der rationalen Funktionen einer 
Variablen auf mehrere und die Einführung der Normalform auch 
hierbei stößt auf keine Schwierigkeiten. Auch den Begriff der Homo- 
geneität kann man ähnlich wie bei den ganzen Funktionen zur Gel- 
tung bringen: Ist der Zähler Z(x, y,...) einer gebrochenen Funktion 
in ihrer Normalform homogen von der Dimension u und der Nenner 
N(z, y,....) homogen von der Dimension v, so ist die Funktion selbst 
homogen von der Dimension (u—v), gleichgültig, ob diese Differenz 
(u— v) positiv, Null oder negativ ist, so daß man hat 








AL YES ER ZN —_ gu-r ZUR Ya 
N(et,yt,..) PN, U) N (ey as 


So haben die Funktionen 


ze Bye 1 


u yHtBı Buyr une 
Homogeneität von den Dimensionen O0, 1, — 2. 
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$ 22. Ein weiterer Schritt zur Ausdehnung des Funktional- 
begriffes würde darin bestehen, daß man bei der Bildung von Funk- 
tionen auch die Ausziehung von Wurzeln mit ganzen Wurzelexponenten 
in endlicher Anzahl zuläßt. So käme man z.B. auf 


SE > We / gm ee 3 — 
Vita VVE+Yyn, Vi+ Vu+Yo le Vu— Vo. 
Solche Funktionen können wir als radikale Funktionen bezeichnen. 
Für derartige radikale Funktionen kann man gleichfalls, wie für die 
rationalen, Normalformen aufstellen; doch werden wir uns erst 


später mit dieser Frage beschäftigen, wenn es sich um die „Auflös- 
barkeit“ von algebraischen Gleichungen handelt. 








$ 23. Eine Verallgemeinerung des Gebietes der radikalen Funk- 
tionen ist naheliegend, und damit erschöpfen wir dıe Funktionen, mit 
denen sich die Algebra beschäftigt. Die Variable u heißt eine alge- 


braische Funktion von &, y, 2,..., wenn u eine Gleichung 


(4) Ma Yan. u) = 0 
befriedigt, in der f eine ganze Funktion von z, %, 2, ...., % bedeutet. 


So liefert z. B. 
“++ yW+zu+1l=0 


die Variable « als algebraische Funktion von x, y, 2. 


$ 24. Es mag noch erwähnt sein, daß Funktionen, bei deren 
Bildung höhere, transzendente Operationen benutzt werden, oder die 
unendlich viele, wenn auch nur elementare Operationen beanspruchen, 
den Namen transzendente Funktionen erhalten haben. Zu sol- 
chen transzendenten Funktionen gehören also z. B. 


f(x) = 3”; g(a) = log 2; h(z,y) = sin(z-y); 
o(@)=1+2+2°+2°+--- (in infinitum). 
Die letzte „unendliche Reihe“ als transzendente Funktion anzusehen, 
könnte Bedenken erregen, da für -—1</z|j<1 die Gleichung gilt 
o(a)=l+2: +++... = 2 


1— x’ 
allein es ist zu beachten, daß p(x) und 1:(1— x) wesentlich vonein- 
ander unterschieden sind; denn während p(x) nur für |e|<1 einen 
Sinn hat, ist 1:(1— x) für alle Werte von x mit Ausnahme von @=1 
definiert. 
Ähnliche Betrachtungen knüpfen sich an Funktionen wie 
(1—x)sinz 
sin x , 
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die für alle Werte von x außer <=0, Ex, +22, +3z,... mit 
der ganzen Funktion (1— x) übereinstimmt, für diese Ausnahmewerte 
aber n wird. 

Ebenso steht es in unserem Belieben, ob wir z.B. die Funktion 


y= sin (arcsin&), 


die für jeden reellen Wert von x den Wert y=% liefert, als ganze 
rationale oder als transzendente Funktion auffassen wollen. 


$ 25. Wir wollen einige Betrachtungen anstellen, die sich auf 
den allgemeinen Funktionenbegriff beziehen. Dabei gehen wir von einer 
ganz beliebigen Funktion f(x) von x aus und bezeichnen diese Funktion 
kurz durch den Buchstaben y. Wir setzen also 


(5) y=f(e). 

Dabei heißt x der Wert des Argumentes oder kurz das Argument. 
Im allgemeinen ist mit x zugleich y veränderlich, doch können 

auch Fälle eintreten, in denen y nur scheinbar von x abhängt, in 

Wirklichkeit aber eine Konstante ist, wie bei 

a’ — abxz 

a—be 





ya yo 


Diese Eigentümlichkeit hat aber keinen Einfluß auf unsere Betrach- 
tungen. 

Während x unabhängig veränderlich ist, wird y eine von 
den Werten des x abhängige Veränderliche Die Abhängig- 
keitsbeziehung läßt sich durch die Ausrechnung und die daran ge- 
knüpfte Aufstellung einer numerischen Tabelle ersichtlich machen. All- 
bekannte Beispiele hierfür sind die Logarıthmentafeln sowie die Tafeln 
der goniometrischen Funktionen. Um zu einer solchen Tabelle für 
y= f(x) zu gelangen, geben wir dem x, als der unabhängigen Verän- 
derlichen, eine Reihe von Werten, etwa solche, bei denen die Diffe- 
renzen zweier benachbarter einen konstanten Betrag d haben, während 
x, einen festen Wert bedeutet, so daß diese Werte eine arithmetische 
Reihe erster Ordnung bilden, 


4% 34, 5 — 2d, u 4 I u 0, m4+ 2d, u oc 


dann berechnen wir die zugehörigen Funktionalwerte, die. in der 
Gestalt auftreten 


. f& —34), fm 24), fm 0, Fa), Fan + 0), Fl + 24), 
fin +34), .. 
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und stellen diese beiden Wertreihen entsprechend zusammen. So er- 
gibt sich z. B. für die Funktion 


y=-=f(a)=1+22+3x2° 
bei (d=1) wegen 
f-3)=1-2.3+3.9-22, f(-2)=1—2.2+3-4=9, 
De Dd)=-1-2:.1+43-.1=2, f$)=1+2-0+3.0=1, 
fl)=1+2-1+5:1=6, fa)=1+2-2+3-4=17, 
fö)=1+2:3+3:.9=34, f)=1+2-4+3-.16 =57, 
fd&)=1+2-5+3:.25=86, --- 
die übersichtliche Tabelle der Wertepaare x, %, bei der je zwei unter- 


einander stehende Werte von x und von y sich entsprechen, also die 
Gleichung y= 1 + 2x2 + 3x? befriedigen, 











2=|:-3;—3: —2; —1;0; = END ERE BEIM 
y=|-:-; 22; d; 9, 1; 6: 17: 34: 57; 86; ... 
Für die Bun Funktion 
1 3 — 2x — 20 +3 
m 92) — Heer ae I 2 —-37+2 


ergibt sich in gleicher Art die Tabelle der Argumente und der Funk- 
tionalwerte 





En, 0,25; DONE; 1953,09: I irre 
y=\-..,15; 1,904...; 3,666. .; 4,8 - 10,909 ---; 00; — 8,888. -; 
2 1,25; 1,5; 1,75; 1,9: 2; =L: 2,25; 2,5; 








—|—2, 666; 0; 2,666--.; 8,888---; 00; — 10,909; — 4,8; — 2,666 ++; --- 


$ 26. In den beiden Beispielen des vorigen Paragraphen gehörte 
zu einem Werte von x auch nur ein einziger Wert von y. Funktionen, 
bei denen das eintritt, heißen eindeutige Funktionen. Jede ra- 
tionale Funktion ist eindeutig. 

Gehören zu einem Werte von x mehrere Werte von f(x), so 
heißt f(x) eine mehrdeutige Funktion von x, und zwar je nach 
der Anzahl ihrer Werte eine doppeldeutige, eine dreideutige, 
vierdeutige usf. Es gibt auch unendlich-vieldeutige Funktio- 
nen; so z. B. erkennen wir: die Funktion 


y=qa-+Y1+x ist doppeldeutig, 
Y.z y b+ 22 ist dreideutig, 
Kg Vae+x+ Vb-+ x? ist vierdeutig, 


y= arcsin x ist unendlich-vieldeutig. 
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Diese letzte auf are sin« bezügliche Behauptung gründet sich 
darauf, daß ein „Bogen, dessen Sinus gleich x ist“, d. h. are (sin = x) 
oder arc sin diese Eigenschaft beibehält, wenn man diesen Bogen 
um ein beliebiges Vielfaches des Kreisumfanges vermehrt oder um ein 
solches vermindert. Setzt man also are sinz=y, so ist auch 


aresinz=y+2knbik=+1, +23, 43 :::) 


$ 27. Die im $ 25 besprochene tabellarische Übersicht über den 
Verlauf einer Funktion y=f(x) durch Angabe der Werte von y, die 
zu gegebenen Werten von x gehören, hat den Mangel, daß sie der 
Anschaulichkeit entbehrt. Deshalb setzen wir ihr eine andere zur Seite, 
die diesen Mangel dadurch vermeidet, daß sie das durch y = f(x) be- 
stimmte Abhängigkeitsverhältnis geometrisch darstellt, aber freilich 
für rechnerische Verwendung weniger tauglich ist. 

Zunächst repräsentieren wir alle Werte der reellen Zahlenreihe 
— 0%, ::,0,...,+ 00 durch die Gesamtheit der Punkte einer Ge- 
raden. Wir fixieren auf einer willkürlichen geraden Linie zwei Punkte 
OÖ und E, den Anfangs- oder Nullpunkt und bzw. den Einheits- 
punkt. Die Entfernung OE nehmen wir als Längeneinheit und 
setzen zugleich die Richtung OE als positive, folglich die Richtung 
EO als negative Richtung fest. Dann ordnen wir jeden reellen 
Zahlenwert « dem Punkt der Geraden zu, dessen Entfernung von O 
durch die absolute Größe von « gemessen wird, und der dabei in der 
Richtung OE oder EO liegt, je nachdem «& positiv oder negativ ist. 
Umgekehrt ordnen wir jedem Punkte A der Geraden den Zahlenwert 
zu, dessen absolute Größe gleich OA ist, gemessen durch OE als 
Einheit, und dessen Vorzeichen das positive oder das negative wird, 
je nachdem die Richtung OA mit der Richtung OE oder mit der 
Richtung EO zusammenfällt. Hiernach werden z. B. alle positiven 
Zahlen auf dem Strahl oder der Halbgeraden von O in der Rich- 
tung OE dargestellt; die positiven echten Brüche auf der Strecke 
OE usf. Eine derartige Zuordnung nennt man eine Abbildung oder 
ein Bild, und zwar, wenn wie hier jedem Individuum der einen Menge 
eins und nur eins der anderen entspricht, eine gegenseitig eindeu- 
tige oder kürzer eine ein-eindeutige Abbildung. Gewöhnlich legt 
man OE horizontal und nimmt als positive Richtung die von links 
nach rechts an. 

Bei dieser Zuordnung ist stillschweigend eine grundsätzlich wich- 
tige Voraussetzung gemacht, nämlich die, daß nicht nur, wie ersicht- 
lich, jeder Rationalzahl, sondern auch jeder Irrationalzahl eine be- 
stimmte Strecke entspreche. G. Cantor hat wohl zuerst!) darauf auf- 
merksam gemacht, daß diese Annahme weder selbstverständlich noch 


1) Math. Ann. 5 (1872), 8. 128. 
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beweisbar erscheine, vielmehr ein wesentliches, rein geometrisches 
Axiom in sich schließe. — Hinsichtlich dieser Frage verweisen wir 
auf die Darlegungen von A. Pringsheim!) und nehmen hier eine 
solche gegenseitige Zuordnung als vorhanden an. 


$ 28. Nun können wir also die unbegrenzte Wertreihe = — x, 
0, ..,,+00 den Punkten einer Geraden eindeutig zuordnen und ge- 
winnen damit ein anschauliches Bild für die Werte des Argumentes 
x der Funktion y= f(x). Die Werte der Funktion y bilden wir in 
gleicher Weise auf einer zweiten Geraden ab und nehmen dabei der 
Einfachheit halber für beide Gerade die gleiche Längeneinheit. Die 
erste der beiden Geraden nennen wir die X-Achse, die zweite die 
Y-Achse. Beide Achsen legen wir rechtwinklig zueinander in die- 
selbe Ebene und wählen als den Schnittpunkt beider den gemeinsamen 
Anfangspunkt OÖ. Die positiven Richtungen der Achsen können wir 
willkürlich annehmen. Wir wollen festsetzen, daß die Ebene beider 
Achsen horizontal liege; daß die X-Achse von links nach rechts und 
die Y-Achse von hinten nach vorn positiv verlaufe Dann wird durch 
jedes beliebige Wertepaar für x und y, welches wir durch («=a/y=b) 
oder auch durch (x/y) = (a/b) bezeichnen, ein Punktpaar auf den 
Achsen bestimmt, und umgekehrt. Wird nun a willkürlich und 5b so 
gewählt, daß b=f(a) ist, dann entspricht der Inbegriff dieses Punkt- 
paares (x/y) = (a/b) der Funktion y=f(x). Dabei läßt sich auf man- 
cherlei Arten das Punktpaar (x/y) auf den Achsen unserer Anschauung 
näher führen. So könnten wir z. B. die Verbindungsgerade des Punktes 
a auf der X-Achse mit dem Punkte b=f(a) auf der Y-Achse als 
Repräsentantin des Punktpaares («= a/y= b) ansehen und den In- 
begriff aller dieser Verbindungslinien als Bild der funktionellen Ab- 
hängigkeit, die durch die Gleichung y= f(x) zwischen den beiden 
Variablen x und y festgesetzt wird. Diese Darstellung würde aber 
einigermaßen kompliziert werden und sich nicht übersichtlich genug 
gestalten. Um einen Begriff von den einschlägigen Verhältnissen zu 
geben, wählen wir als Beispiel die Funktion 

ya’ 
und geben an, ohne auf den Beweis einzugehen, daß die Gesamtheit 
der besprochenen Verbindungslinien mit der Schar der Tangenten eines 
Kegelschnittes, und zwar einer Parabel, identisch ist, die die X-Achse 
im Nullpunkte berührt und die negative Seite der Y-Achse zur Sym- 
metrieachse hat. Die Geraden spielen dabei die Rolle von „Linien- 


\ 
D 


koordinaten“ der Parabel?) 


1) Enzyklop. d. math. Wiss. I, A 3, Nr. 4, S. 53. 
2) Derartige Darstellungen sind durch Plücker in seinen „Analytisch-geo- 
metrischen Entwicklungen“ (1831) eingeführt worden. 
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Eine andere Darstellung des Punktpaares (z/y) würde sich er- 
geben, wenn man als Repräsentanten des Punktpaares («= a/y= b) 
den Kreis wählt, der durch beide Punkte und durch den Schnittpunkt 
der Achsen hindurch geht. Dabei würde das Abhängigkeitsverhältnis 
durch eine eigenartige Schar von Kreisen dargestellt werden. 

Zu einer einfacheren Veranschaulichung eines Punktpaares (x,/Yy,) 
kommen wir auf folgende Weise: Wir ziehen durch ©, den Punkt x, der 
horizontalen Achse, eine Parallele 
zur vertikalen und durch R, den 
Punkt y, der vertikalen, eine 
Parallele zur horizontalen Achse 
und nehmen den Schnittpunkt 
der beiden Parallelen als Bild 
des Punktpaares (z,/y,). Die 
Aufeinanderfolge der so erhal- 

Fig. 1. tenen Schnittpunkte entspricht der Beziehung 

y=f(x), derart, daß die Werte OQ=x, OR=y, 

jeder so erhaltenen Schnittpunkte P=(z,/y,) die 

Gleichung y, = f(z,) befriedigen. Wir sagen, P 

habe die Abszisse OQ=x, und die Ordinate 
OR=y,; wir nennen x, und y, die rechtwinkligen Koordinaten 
des Punktes P. 

Da es nicht möglich ist, zu jedem Punkte Q der X-Achse den 
Punkt P mit der Ordinate y= f(x) zu besetzen oder zu konstruieren, 
so muß man sich damit begnügen, eine Anzahl nahe aneinander lie- 
gender Punkte zu y= f(x) zu zeichnen, um dadurch eine Anschauung 
zu gewinnen.!) Vgl. $ 30 über diesen Punkt. 

Wie man sieht, versagt diese Darstellung, sobald man bei den 
Koeffizienten oder den Variablen das Gebiet der reellen Größen ver- 
läßt und komplexe Werte zuläßt. 





$ 29. In ähnlicher Art wie von y=f(x) in der Ebene kann man 
unter Benutzung des dreidimensionalen Raumes eine Abbildung der 
Funktionen 
2 = 9(2,%) 


von zwei Variablen x und y erlangen. Hier sind x, y unabhängig 
veränderlich, während der Wert von z zwar im allgemeinen veränder- 
lich, aber dabei doch von den Werten des x und des y abhängig ist, 
so daß zu jedem Wertpaar (x,/y,) ein Wert oder mehrere Werte von 





1) Die systematische Benutzung der Koordinaten zur Untersuchung von 
Kurven stammt von Descartes (1596—1650) her. Abszisse und Ordinate sind 
von Leibniz, Acta Erud. 1692, Koordinaten genannt worden. 
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2, vermöge der Gleichung 2, = 9(x2,,y,) gehören, die sich aus dieser 
Gleichung berechnen lassen. 

Für die Darstellung der (x/y) behalten wir die im vorigen Para- 
graphen benutzte Ebene bei und für die Darstellung des z wählen 
wir eine in O senkrecht auf dieser Ebene stehende Gerade, die Z-Achse, 
von gleicher Längeneinheit wie OE. Die, übrigens willkürliche, posi- 
tive Richtung der Z-Achse wollen wir folgendermaßen festlegen: Ein 
Beobachter stehe in O auf der X Y-Ebene so, daß er, längs der posi- 
tiven Halbachse der Y-Achse entlang sehend, die positive Halbachse 
der X-Achse zur Rechten hat; dann soll die positive Halbachse der Z- 
Achse so gewählt werden, daß sie durch den Beobachter hindurch geht 
in der Richtung von den Füßen zum Kopfe. 

Um jetzt das Punkttripel (x,/y,/2,) geometrisch darzustellen, 
wählen wir auf den drei Achsen je einen Punkt ©, R, M, so daß 
00=4,0R=y,0M=z, wird, unter 
Berücksichtigung der Vorzeichen. Durch 
jeden der Achsenpunkte @, AR, M legen wir 
eine Ebene, parallel zu den beiden andern 
Achsen, bzw. PN, RPN, MLN. Diese 
drei Ebenen schneiden sich in dem Punkte N, 
der als Repräsentant von (z,/y,/2,) gelten 
soll: N= (m /y/2) 

Die Gesamtheit aller Tripel (x, /y,/2,), 
die der vorgelegten Gleichung 2,=g(x,, Y,) 
genügen, liefert für N als Ort eine Fläche, die als Bild der Gleichung 


gelten kann. 


$ 30. Wir haben bereits am Schlusse von $ 28 auf einen noch 
näher zu untersuchenden Punkt aufmerksam gemacht. Es können bei 
der geometrischen Darstellung der zu y= f(x) gehörigen Wertepaare 
(x/y) im allgemeinen nur Bildpunkte in endlicher Menge angegeben 
werden; man muß sich folglich damit begnügen, nahe aneinander lie- 
gende Werte von x anzunehmen, die zugehörigen Werte von y zu 
bestimmen und dann die zwischenliegenden Werte passend zu ergänzen. 
Das kann aber nur dann zu ran Resultaten führen, wenn bei 
geringer Änderung der unabhängigen Variablen auch die hama 
nur geringe Änderungen erfährt, wenn also, wie man sagt, die F unk: 
tion lie oder Bu ende ist. Daß die Stetigkeit keine not- 
wendige Eigenschaft aller Funktionen ist, zeigen die Beispiele 


fO-E@), gl) = lim u 


aus $ 16; nimmt « bei ganzzahligem positiven Werte um beliebig wenig 
ab, so vermindert sich sofort der Wert von f= E(xz) um eine Ein- 
Netto: Algebra 3 





N=(@14,| 21) 


Fig. 2. 
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heit. Bei der Funktion g(x) tritt für x —= 1 Unstetigkeit ein, wie be- 
reits in $ 16 angegeben wurde. 
Es sei (x,/%,) ein Wertepaar, das die Gleichung 


Y = f(&) 
erfüllt. Ferner sei (z,+ h) ein zweiter Wert der Variablen x (bei 
positivem oder negativem reellen %h), und der zugehörige Funktionenwert 

Ytk=-fn+h); 

also wird (2,+h/y,+ k) ein zu der Funktion 
(5) y=f(«) 
gehöriges Wertepaar. h bzw. k wird als Zuwachs oder Inkrement 
von x und bzw. von y bezeichnet. Wenn mit abnehmendem und 


zur Grenze Null gehenden h auch %k zur Grenze Null geht, 
d.h. wenn 


u faü+h-fa)) =, 
dann heißt f(x) an der Stelle x, stetig. Es ist also dann mög- 
lich, zu jedem beliebig kleinen, gegebenen absoluten Werte k, einen 
absoluten Wert h, zu bestimmen, so daß stets 
(6) fat) fla)i<i, wenn |h <M, 
ist. Wir wollen einige elementare Eigenschaften stetiger Funktionen 
herleiten. 


$ 31. I. Sind die beiden Funktionen f(x) und g(x) an der 
Stelle «, stetig, so ist es auch ihre Summe. Der Voraussetzung 
nach kann man zwei Werte h, und h, so bestimmen, daß 


Fo+M)-Fa)|< gi, wenn |h|<i, 
und ae 
(a0 + h) — ga) < 5 ko, wenn Ah <i; 


denn offenbar darf in (6) auch = an die Stelle von k, gesetzt werden. 


Ist nun A, eine absolute Größe, die kleiner ist als die kleinere 
der beiden Größen h,, A, , So wird 


at) Fa) <zhur 
ner 1 
go + R) — I9@)) < ko 
Dureh Addition ergibt sich hieraus (vgl. Grundlehren, I, I, S. 359#f.) 
fa+bh+su+h)—- fa) +I9a))| <%, wenn |hI<n,; 


damit ist der Beweis des Satzes geliefert. 


wenn |h <Ay 
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II. Sind die beiden Funktionen f(x) und g(x) an der Stelle 
X, stetig, so ist es ihr Produkt gleichfalls. Wir suchen auch hier 
ein zu k, gehöriges h, für (6) zu bestimmen. Es sei die absolute 
Größe A größer als die größere der beiden Größen f(x,), und |9(2,). 
Ferner nehmen wir von vornherein k,< 44°, was erlaubt ist, da 
lim%k,= 0 ist, und bestimmen eine absolute Größe K, die der Be- 
dingung > i | 
Be le) 
genügt. Ersetzt man in (6) k, durch diese Größe K, dann läßt sich, 
wie im Beweise des vorigen Satzes I gezeigt ist, eine absolute Größe 
h, so bestimmen, daß zugleich 


Beth rei <K, | 
und wenn !h <mM 


ga +) ga) <K, 


ist. Daher wird 


Ft h)g (+ h) - FlÜ)g (Ro) | 
= (fa, + 1 - fa))(a, + MW — ga) + Fl) (gan + M — ga) 
+9) fo +m —-fa)) <KK+AK+AK=K’+2AK 
lH) 
und da ,<44?< 34°, also die Klammergröße positiv ist, 
Ta+h)sa+h)— Fla)g(a) <Äo, wenn |h|<in. 


Damit ist der Beweis des Satzes II geliefert. 

III. Sind die beiden Funktionen f(x) und g(x) an der 
Stelle x, stetig, und ist g(x,) von Null verschieden, so ist 
auch der Quotient f(x): g(x) an der Stelle x, stetig. 

Die Größe A möge größer sein als die größere der beiden Größen 
'f(a,)| und |g(2,)|, und |g(z,), werde mit B bezeichnet. Die Größe 


k, nehmen wir, was wegen lim k,—=0 möglich ist, von vornherein 


kleiner an als = und wählen endlich eine Größe 


1? 4 ERDE 
DR 


Dann können wir eine absolute Größe h, so bestimmen, daß man hat 


ot h)— fa) <L, 


+h-s&)\<Z, VeuER KAeSt 


3* 
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Nun wird 
fa + _ Fa) | _ | + Mm — fia)g@) — (gm + — ga) fl) 
ot ga) ER) + gm FM ga) g@) 
TATIER 
BBL2% 


da im letzten Ausdrucke gegen den vorletzten der Zähler vermehrt 
und der Nenner vermindert worden ist. Weiter folgt, wenn wir den 
Wert von ZL eintragen, 





fo, th) flo) 2 Ak, B° 
9@+h)  g@)|“ &,BF2A)(B?— B°R,:]6,B-F2A) 
2 Ak, B? 


= (k, B{ 24) B’—B°R, = ko; wenn Ih| <ip: 
Hierdurch ist der Satz III dieses Paragraphen bewiesen. 

Die im letzten Theoreme ausgesprochene Beschränkung auf 
Stellen z,, in denen der Nenner g(x,) nicht verschwindet, erweist 
sich leicht als notwendig. So ist z. B. für die Funktion 


_ f@) 
g(&) 


1 
das Inkrement 


LTE f(%) 3 1 Ben Ben 
ga +h) 9m) Mmth a 


die Funktion y an allen Stellen x«,-+=0 stetig; für «,=0 dagegen 
nicht, weil k für beliebig kleine Werte von h stets unendlich groß wird. 

Bedenkt man nun zusammenfassend, daß erstens jede Konstante als 
stetige Funktion von x angesehen werden kann, bei der der Zuwachs k 
sogar stets gleich Null wird; und daß zweitens y=x eine stetige 
Funktion von x mit k=h ist, so folgt aus den drei in diesem Para- 
graphen bewiesenen Sätzen, daß jede rationale Funktion für jeden 
Wert des Arguments, der den Nenner nicht zu Null macht, Stetig- 
keit besitzt. 

Ist eine Funktion für alle zwischen = a und x=b gelegenen 
Werte stetig, so heißt sie für das ganze Intervall (a,..., b) stetig. 
Nach dem soeben Besprochenen gilt also das Theorem IV: Jede ra- 
tionale Funktion ist für jedes Intervall stetig, in dem sie 
nicht unendlich groß wird. 

Es möge hier noch ausdrücklich darauf hingewiesen werden, daß 
weder die Definition (6) der Stetigkeit noch die daraus hergeleiteten 
Sätze dieses Paragraphen reelle Werte der Koeffizienten oder des Ar- 
gumentes der Funktionen voraussetzen. 








$ 32. Wir haben den Begriff der Stetigkeit in der ausgesprochenen 
Absicht eingeführt, die geometrische Darstellung von Funktionen zu 


ee fen en in 
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rechtfertigen; wir können diesen Begriff aber auch als Grundlage zu 
weitergehenden Überlegungen benutzen. 

Wir vergleichen den Zuwachs k des Argumentes x, mit dem Zu- 
wachs fa, + h) — f(x,) der ganzen Funktion f(x). Es sei die Nor- 


malform dieser ganzen Funktion 

f@)= ut ta" it at?t- - +0, _,2+0,; 
dann liefert der binomische Satz 
fe+h) = (a +" + (lc + hit. +, ,(at+h)' te, 

— | + na!h+ (Beh +...4 Rr| 

4 Alan +(n— 1)a”""?h+ ( ar + oo. Ari] 


+ a| ar’ + (n— 2)a""°h + (", )artn+ ...+ mr] 
Er e„_,l@+hl Tr Rn: 
Nach steigenden Potenzen von A geordnet ergibt dies 
f(a+h) = [2" +0,20" "+ age"? + +0,_,%+0,] 
+ [mager + (naar t+ ae tt +] 
+ [n(n— 1)a,0" "+ (n—1)(n—2)a, a”? 
+ (n—2)(n—3)a,0""?+--+2:10,_,] > 
+ ah”. 
Dies schreiben wir RER so: 
(7) fla+h) - fo) + a) -+f”(@ Er a 3: ar + fa) 5 
indem wir setzen 
fo) = naar 14 (naar 2+ naar t+ +0, 
Fa) = n(n—1)a,a0""? + (n—1)(n—2)o, 2"? 
+(n—2)n—3)e,a"”t+:--+2:10,_,, 
Den Ausdruck f(x) nennen wir die erste Ableitung oder kürzer, 
wenn Mißdeutungen ausgeschlossen sind, die Ableitung von f(x); 


weiter f(x), f (©), ..., f®(&) die zweite, die dritte, ..., die 
n® Ableitung von f(x). 
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Reduziert sich f(x) auf ein einziges Glied 
I) .4%%,, 80. wird (ar Moe 
Erscheint f(x) als Summe zweier ganzer Funktionen 


(8) f(@) =g(@) + kia), so wird Fa) = ga) + Ka). 

Aus diesen beiden leicht ersichtlichen Sätzen folgt, daß f”(z) die 
erste Ableitung von f’(x) ist, und daß allgemein die («+ ß)t Ab- 
leitung die « der A ist und auch die ß* der at. 

$ 33. Wir haben soeben die Ableitung einer Summe g(x) + k(«) 
aus den Ableitungen ihrer Summanden hergestellt; wir fragen jetzt 


nach der Ableitung eines Produktes zweier ganzen Funk- 
tionen f(x) =g(x)k(z). Es ist 


‚ h = He | 
ga+h)=- sa) +ga) + Wizt 
Kath) = ka) + Ka) ++ 


also 
f(&+h) = g(c+h) k(x-+h) = g(2) k(x) + [g (“)k(&) + g(a)K(a)]h + ---, 


d.h, wenn wir den Koeffizienten von h rechts gleich der Ableitung 
von f(x) setzen, 








(9) [Lg(@)k(a)] = gea)klz) + gl@)k@). 
Schreiben wir dies in der Form 

g(a)k()] ge) , Ka) 
SA aha) — ge) T ka)’ 


so beweist man durch strenge Induktion leicht die Gültigkeit der all- 


gemeinen Formel i R 
(10) Ae| BE SLR 
f„(®) 


Ur®@ : = 
a=1 


Werden die r Faktoren des Produktes einander gleich, so ent- 
steht aus (10) die speziellere Form | 


(11) Par) = nplayt: pl). 
Für das Produkt 
g(2) = (a — a) (Ebd ( — 0)... (0 — d)® 
folgt aus (10) 
0) 


9) a ß y 
(12) ZI — + + TR Sr 


g9(&) s—a ı—b x2-c 




















Es heißt dies: die Partialbruchzerlegung von g’(x): g(«). 
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$ 34. Unsere Definition der Ableitung stützte sich auf die Dar- 
stellung (7) von f(«+h) in eine endliche nach Potenzen von h fort- 
schreitende Reihe. Aus ihr folgt nun 





: h)— f( , 
und diese Gleichung für f’(x) können wir als weitergehende, allge- 
meinere Definition der Ableitung von f(x) nehmen. Danach läßt sich 
die Ableitung des Quotienten zweier ganzen Funktionen 
 g(&):k(&) leicht bestimmen. Es wird 


ge+h) _ ga) _ [ge +) — g@))k(@) — [k@ + h) — k@)]g(«) 
kath), Ki) k( + h)k(&) 2 
und daraus durch Division mit h 


lim (7 SE Hu El :h 

















— im (EMI zn, FEN IN): [ka + h)kla)], 


= 0 h 





IR) _ g)kz) — gla)K&) 
En leer 


Insbesondere erhält man für g(x)=1 und g’(z)=0 die Ablei- 
tung der reziproken Funktion von k(x), nämlich 


| en), 

(15) Falke; 
Ein anderes Beispiel, welches auch aus dem Bereiche der ganzen 
Funktionen herausführt, ist das folgende. Es sei die Funktion vorgelegt 








fe) = siunz, 

dann wird 

f(x +h) — f(x) = sin (ce +h) — sinz = 2cos (z + =) sin = 
und 
sin \C 
f&-+h)— f@) h 2 
1 —— = 008 (2 45 5) 2 
2 


Nun ist leicht durch geometrische Betrachtungen einfachster Natur 
zu zeigen, daß für abnehmende und zur Grenze O gehende Werte von & 


.. sine 
lım 5 —| 





s=(0 


wird. Danach folgt 


(16) Ele) = (sinz))=cosz. 
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Ähnlich beweist man die Beziehung 


(16a) (cosx) = — sint. 
Allgemeiner findet man 
a7) (sin(ax+b)) = +a-cos(ax-+b), 
(cos(ac +b)) = —a-sin(axc-+b). 
$ 35. Die geometrische Veranschaulichung können wir auch hier 
benutzen, um in das Wesen und die Bedeutung der Ableitung tiefer 
einzudringen. 
Die Kurve AC der Figur sei das Bild der Funktion y= f(x). 
Auf ihr mögen die beiden Punkte 
A=(z/y)) wd C=(c+h/y+k) 
liegen, so daß 
0B=2, BA=-y=f(e); 
0OG=sx+h, GC=y+k=flc+h); 
BG=h, DC=k=fle+h) — fi&) 
ist. Daraus folgt 


u er n 22 ne — tang DAC = tangr. 








Läßt man jetzt BG@=h mehr und mehr abnehmen und zur 
Grenze OÖ gehen, dann wird der Punkt Ü sich auf der Kurve dem 
Punkte A nähern und schließlich wird © mit A zusammenfallen. Da- 
bei dreht sich die Sekante EAU um den festen Punkt A und geht 
in der Grenzlage über in die Tangente 7A, die im Punkte A an die 
Kurve y= f(x) gelegt werden kann. Bildet diese Tangente mit der 
positiven Richtung der X-Achse den Winkel #, so folst 


Y=f(s) = un tangr = tang ®, 


d.h. die Ableitung f(x)=y der Funktion f(@)=y ist die 
goniometrische Tangente des Winkels, den die geometrische 
Tangente im Punkte (#/y)= A der Kurve y= f(x) mit der po- 
sitiven Richtung der x&-Achse bildet. Wir wollen dies kürzer 
so ausdrücken, daß wir f(x) =y als das Steigungsmaß der Tan- 
gente an die Kurve y=f(x) im Punkte A bezeichnen. 


$ 36. Wir beweisen jetzt den folgenden, für spätere Untersuchungen 
notwendigen Hilfssatz: Ist 


a„h+tah?’+ah’+-:-+a,h"=ol(h) 


eine ganze Funktion nt” Grades von h ohne konstantes Glied, 
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so kann man zu jeder gegebenen beliebig kleinen, absoluten 
Größe x, eine absolute Größe n, bestimmen derart, daß 


Ph) <%, wenn |hi<m 


genommen wird. In der Tat hat man, wenn | =» und Ia,|=®, 
füro=1,2,...,n gesetzt wird, sobald « die größte oder eine der 
größten unter den n Größen «,,&,, &,..., &, bedeutet, 


BR Zn Fam nett a,n® 
RA ne A 0) 
<en + ++.) 


1—n i 
Setzt man in diesen letzten Bruch für 7 den Wert 
(18) No < male 


ein, so wird aus dieser Ungleichung die Beziehung entstehen 


\P(Mo)| < #0, 
wie behauptet war. 


Man kann daher, wenn in der ganzen Funktion p(h) die Koeffi- 
zienten a, und das Argument h reell sind, den Wert von g(h) durch 
die Ungleichung 

u <ph)<t%M -m<h<tn) 


eingrenzen, wobei die reelle Größe x, beliebig klein gegeben, und , 
durch x, vermittelst (18) bestimmt ist. 

Daraus kann man folgenden weiteren Schluß ziehen. Sind in 
der ganzen Funktion 


W+ah+@h’+ah’+-:-+a,h"=v(h) 


h und die a, reell, und ist a, von Null verschieden, dann 
kann man eine Größe n, so bestimmen, daß für alle In|<m, 
das Vorzeichen von Y(h) mit dem von a, übereinstimmt. Dazu 
reicht es aus, %, < _|a,, zu nehmen. 

$ 37. Versteht man unter dem Symbole 


sgsnu den Wert +1,0, —1, 
je nachdem u eine reelle positive, verschwindende oder negative Größe 


ist, so wird für die Funktion % des vorigen Paragraphen 


sgnYy(h)=sgna, wenn _ y<h<+m 
ist.!) 


1) „sgn a“ sprich „signum a“. Das Symbol „sgn“, als Abkürzung des 
Wortes Signum = Zeichen, ist von L. Kronecker eingeführt und verwertet 
worden (Berl. Ber. 1884, S. 519). 
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Wir wenden diese Ergebnisse auf die Gleichung 


gie Y 7 pe 
f(x + ; e f(&o) Zt f(«,) zer, (£,) 5 +...+ ft» Ba 


an, in der x, ein Wert des Argumentes x ist, für den f’(x,) nicht 
verschwindet; wir erkennen dann, daß für die Vorzeichen die Rela- 
tionen 





ck 
sen fo, + - fo) _ sen f(&,), 
sgn [f(@, + h) — F(xo)] = sen (hf) 


gelten, wenn h innerhalb eines gewissen Intervalles (— ng, ::', +79) 
angenommen wird. 

Ist f(z,) positiv, dann ist bei a>0 auch fm +h)>f(x,) und 
bei a <O auch f(x,+h) <f(&,); d.h. Argument und Funktion ändern 
sich in gleichem Sinne, oder, wie wir sagen, gleichsinnig. 

Ist f'(x,) negativ, dann ist bei > 0 umgekehrt f(x,+h)< f(&,), 
und bei A<O umgekehrt f(@,+ h) > f(x,); d.h. Argument und Funk- 
tion ändern sich hier in ungleichem Sinne, oder, wie wir sagen, un- 
gleichsinnig. 

$ 38. Wir behandeln einige Beispiele: 





I. Sei 
y=axn®+2bx+c (a>0); 
es folgt 
| y=2(ax+b). 
y wird also negativ auf der Halbgeraden von — oo bis a und 
positiv auf der Halbgeraden von — : bis + 00; denn innerhalb 


(- RO, “ ist a2 + b negativ, und innerhalb (--, + oo) 


ist ax + b positiv. Im ersten Intervalle fällt demnach die Kurve, 
wenn man sie in der Richtung von links nach rechts durchläuft; im 
zweiten steigt sie. Bemerkenswert ist das Verhalten der Kurve im 
Punkte, der uxr=— a gehört; von da aus steigt sie nach beiden 
Seiten. Für diesen Punkt ist y'= 0, das Steigungsmaß der Tangente 
also O, d. h. die Tangente verläuft horizontal. 
II. Wir betrachten zweitens die Funktion dritten Grades 
y=ı?+3xc+1, 
bei der sich für die Ableitung 
y-3(e+1) 
ergibt. y’ bleibt für alle reellen Werte von x positiv; folglich wächst y 
überall mit zunehmendem Argumente. 
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Ill. Ein drittes Beispiel sei durch 
y=?—B3xcH+1 
gegeben. Die Ableitung der Funktion wird 
y=3#°—5=3(a+l)(2—]). 


Für jeden Punkt x zwischen — © und — 1 sind beide Klammern der 
rechten Seite negativ, ihr Produkt ist also positiv; für jeden Punkt x 
zwischen — 1 und +1 ist die erste Klammer positiv, dagegen die 
zweite negativ, ihr Produkt also negativ; für jedes > 1 werden 
beide Klammern und daher ihr Produkt positiv. Daraus erreicht man 
die Resultate 


zwischen = — © und r=—1 steigt die Kurve y=-@?—3c +1 
bei wachsendem x, 

zwischen = —1 und x=+1 fällt die Kurve y„-=x?—3xc-+1 
bei wachsendem x, 

zwischen =+1 und 2—=-+ 00 steigt die Kurve y=2?— 3x +1 
bei wachsendem z. 


Für die Grenzpunkte dieser drei Intervalle bestimmen wir die zuge- 
hörigen Kurvenpunkte und finden 


(2/Y) Fu a ie 0), G= 1/4 3), (+ Li l), (+o/+ x). 


Im zweiten Intervalle geht das Steigen der Kurve in Abnehmen, 
im dritten aus Abnehmen in Steigen über; bei den beiden mittleren 
verlaufen die zugehörigen Tangenten horizontal. Diese Resultate geben 
wohl bereits eine klare Anschauung vom Verlaufe der Funktion sowie 
von deren geometrischem Bilde. 


$ 39. Die beiden Beispiele I und III des vorigen Paragraphen 
haben es uns nahe gelegt, die Punkte zu untersuchen, in denen die 
Ableitung verschwindet. Dazu führen 
wir folgende Begriffe ein. Ist für das (-11+3) 
Argument x, der Wert f(x,) größer 
als alle Werte f(x,+h) für die Um- 
gebung (,- M<XtNh<xu+ N.) bei 
beliebig kleinem aber endlichen n,, 
so sagen wir, daß f(x,) ein Maxi- 
mum sei; und in ähnlicher Weise 
definieren wir ein Minimum von 
f(x) als einen Wert von f(x), der 
kleiner ist als alle benachbarten einer 
beliebig kleinen endlichen Umgebung. Maxima und Minima fassen 
wir unter einen allgemeineren Begriff als Extrema zusammen. 
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Daß das Auftreten eines Extrems /(x,) das Verschwinden von f‘(&,) 
zur Folge hat, ist klar; daß aber umgekehrt das Verschwinden von 
f(&,) nicht notwendig ein Extrem f(x,) zur Folge hat, mag zunächst 
ein Beispiel zeigen. 

Es sei vorgelegt die Funktion 


y=fe)=-?—-30%°+327 +1; 
yY-fla)=-3@—22+1)=3(@—1)), 


also verschwindet die Ableitung f(x) nur für —=1. Dieser Wert = 1 
des Argumentes liefert aber 
fi+h)=(1+M’-31+h”?+3(1+M) +1 
= +2. 
Läßt man von h das Intervall (— 9, ..., +0) durchlaufen, so wächst 
f(1-+h) ununterbrochen; es tritt dabei kein Extrem auf. 

Die Umkehrung des obigen Satzes über das Auftreten eines Ex- 
trems ist also nicht unbedingt zulässig; denn unter den Stellen, an 
denen f’(z) gleich Null wird, kann es solche geben, zu denen kein 
Extremum gehört. Die Unterscheidung der verschiedenen möglichen 
Fälle ist nicht schwer. Es sei f'‘(x,) = 0; wenn dann x wachsend 
durch x, geht, kann viererlei eintreten: 

I. f’(&) ist vor x, positiv und nach x, positiv; dann wächst f(x) 
vor &, und nach x,; es tritt kein Extrem ein; 

II. f’(&) ist vor x, positiv und nach x, negativ; dann wächst f(z) 
vor &, und nimmt nach x, ab; es tritt in «, ein Maximum ein; 

Ill. f(x) ist vor x, negativ und nach x, positiv; dann nimmt 
f(x) vor x, ab und wächst nach «,; es tritt in x, ein Minimum ein; 

IV. f(x) ist vor x, negativ und nach «x, negativ; dann nimmt 
f(x) vor x, und nach x, ab; es tritt kein Extrem ein. 

Man sieht, daß im ersten Falle f’(x) bei x, ein Minimum hat; 
und im vierten Falle bei x, ein Maximum. In allen vier Fällen ist 
die Tangente in (x,/y,) parallel der X-Achse; im ersten und im vierten 
Falle schneidet die Tangente die Kurve; im zweiten verläuft die Kurve 
unterhalb und im dritten oberhalb der Tangente bei hinreichend klei- 
nen Werten von %. Da nach einem Maximum die Funktion fällt und 
vor einem Maximum steigt, so können zwei Maxima nicht unmittel- 
bar aufeinander folgen; das gleiche gilt für zwei Minima; es können 
also nur ungleichartige Extreme unmittelbar aufeinander folgen. 


dann wird 


$ 40. Für die Berechnung der Extreme einer Funktion wählen 
wir noch das folgende, etwas verwickelte Beispiel. Es sei bei ganz- 
zahligen Exponenten & und ß die Funktion vorgelegt 


f(x) = y = (a — 2)*(b — v)P (a<b5e >, p > 
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Nach dem Voraufgehenden muß jedes x, dem ein Extrem zugehört, 
die Gleichung 


Fa)=y=la- ab - Pla + Ma — (eb + Pa)]—0 
erfüllen. Es können also bei der Aufsuchung eines Extrems nur 
drei Werte für x, nämlich 
«ab +Pßa 

“rß 
in Frage kommen. In der Tat macht x,=a den Faktor (a — x)*-! 


zu Null, da «>1 ist, usw. Nun sieht man, daß die beiden Diffe- 
renzen 





= n=b; = 








positiv sind, so daß 
BD 


wird, x, daher zwischen a und b liegt. Es kann also höchstens ein 
Extrem im Intervalle (a,...,c) geben. 

Ferner findet man 

b—a\e+tPß 
(a3) = (— 1)* a@p? (ze) ; 
folglich wird f(a2,) +0 und 
sgn f (23) = sgn (— 1)“. 
Da f(a)=0 und auch f(b) = 0 ist, während f(z,) +0 wird, so 


nimmt f(x) zwischen a und b mindestens einen extremen Wert an, 
und da f(x) nach der eben gemachten Bemerkung höchstens einen sol- 
chen annehmen kann, so tritt im Innern von (a,...,b) wirklich einer 
bei x, und nur dieser eine auf. Ist « gerade, also sgn f(x,) = +, dann 
ist dies ein Maximum, bei ungeradem « dagegen ein Minimum. 

Um den Verlauf der Funktion f(x) in der Umgebung des Punktes 
(z/y) = (a/0) zu untersuchen, bestimmen wir für ein kleines posi- 
tives h den Funktionalwert 


fa —-h)=h(b—a+h) 


und ersehen daraus, daß f(x) links von 2= «a im Positiven verläuft, 
während aus 


fia+h) = (- 1)h(b —a— hf 


folgt, daß bei geradem «& auch rechts von x—=a die Funktion f(x) 
positiv ist, also bei x= «a ein Minimum hat, und daß bei ungeradem « 
rechts von <= die Funktion f(x) negativ ist, also bei z—=a kein 
Extrem hat, sondern durch Null geht. 
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Für <= b bestimmen wir, um den Verlauf der Funktion in der 
Umgebung von (b/O) zu studieren, 
fb — h)= (— 1)*(b — a — hl, 
fb +h) = (- 1).(b — a + h)“(— h)P. 


f(b) ist dann und nur dann ein Extrem, wenn beide Werte gleiches 
Vorzeichen haben, d. h. wenn ß gerade ist; für ein gerades « ist dies 


«& gerade; ß gerade « gerade; ß ungerade 


« ungerade; ß gerade « ungerade; ß ungerade 
Fig. 5. 


Extrem ein Minimum, für ein ungerades & ein Maximum. Bei un- 
geradem 8 geht die Funktion durch Null. 

Somit hat man in geometrischer Darstellung beistehende vier 
Bilder für unsere Funktion 


y= (a — 2)(b — z/P. 


Drittes Kapitel. 


Elementareigenschaften ganzer Funktionen einer 
Variablen. 


$ 41. Jede ganze Funktion nt“ Grades der Variablen x kann auf 
die Form gebracht werden (vgl. $ 17) 


(1) yv-f)- taten’. +0, 1240; 

in ihr treten (» + 1) Konstanten auf, a,, @,, A, ..., d,_,7, Q,, und 
diese können dazu benutzt werden, (n + 1) an die Funktion gestellte 
Forderungen zu befriedigen. Die Natur dieser Forderungen darf ver- 
schiedenartig sein; besonders einfach gestalten sich die Verhältnisse, 


wenn vorgeschrieben wird, daß für die (n + 1) untereinander verschie- 
denen willkürlichen Werte 


%p) oe) %, X, ee In-10 X 


N 
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des Argumentes x die Funktion y= f(x) die (n + 1) vorgeschriebenen 
gleichen oder ungleichen Werte 
Yo, Yır Ya> Yar - +, In-1r. In 


annehme. Das hierdurch gestellte Problem wird durch die Lagrange- 
sche Interpolationsformel') 


— LH) — 2) — 0) (C— m) 


y-f@=% (0, — X) (Eo — %g) (Ey — 3): * (2 — Km) 








U) — )E— %,) 
Try (2, — 2.) (X — eg) (& — 2): 77 2) 
& Ä 
Ir Y%( 


HU) — U) — Rp): er — %) 
L, — %,) (&, ET &) (X, = %)** - (g Br Ch) 








ae 2 A u — a): E— n- 1) 


a — (En — &) * (Em — In) 
gelöst. In der Tat, setzen wir <= x,, so verschwinden alle Summan- 
den der rechten Seite mit Ausnahme des ersten, der den Wert y, an- 
nimmt; und ähnlich weiter. 
Die Formel (2) kann noch kompendiöser geschrieben werden. 
Wir setzen für das Produkt 
@—-2)@-2)@- 9) am) m) PR), 
dann wird die Ableitung dieser Funktion nach $ 33, Formel (12) 


pl) (a -m)a-%) a) + wm) (@—m,) 


I a Ra Eile "ARE 
also folgt 
(Ro) = (in — u) Re) (Ro u), 
2) a 8%): (in): 
p (2) Ei (2, 2% %) (2, D N) Be (2, rt De) 


Dadurch geht (2) über in die Form 


ai 1 
ehren tNaeene) 





1 
Try)" ee Dana 


1) Lagrange, Journ. Ecole-polytech., cah. 3 (1812), Oeuvres 7, p. 285. — 
Eine andere Lösung des Problems liefert die Newtonsche Interpolationsforme], 
Prince. phil. nat. 1723, liber III, lemma 8. 








48 Drittes Kapitel. Elementareigenschaften ganzer Funktionen einer Variablen 








$ 42. Die Formeln (2) oder (3) liefern eine Lösung der ge- 
stellten Aufgabe; aber es fragt sich, ob dies die einzige ist, oder ob 
noch eine andere ganze Funktion n!® Grades g(x) die gestellten Be- 
dingungen befriedigt; mit anderen Worten, ob die Differenz zweier 
ganzen Funktionen n‘®® Grades 


k(a) = fia) — 9(@) 
für (na + 1) Werte des Argumentes 
= Dgy Kr Kar 3 In (2,F 2) 
verschwinden kann, ohne identisch gleich Null zu werden. Gesetzt, 
man hätte 


ki) ot ma Ti sa Tan en 
worin nicht alle c gleich Null sind, so wäre der Annahme nach 
ka) =0, ka) 0, Ka) De 
Daraus folgt zunächst, wegen der ersten dieser (n + 1) Gleichungen, 
daß man schreiben kann 
k(&) = ka) — Kia) = Gar — x) + IR N) +6) 
= (5 9) Lola + mern mon) ee Do ee 
+,.,])=-@- 2%). k(@), 
wobei der Abkürzung halber die ganze Funktion (n — 1)” Grades 
von x, die in die rechtsseitige Entwicklung eingeht, 
+++ lt Rt +: 
+ (5-1 t%-3%0+°:4 9%) = k@) 
gesetzt ist. Weiter gilt demnach wegen k(x,) = 0 die Gleichung 


k&)= 09 = (u —- H)klz), 
und da (2, — %) +0 ist, so muß die Funktion (n — 1)!e® Grades 
k(&) = 0 
werden. 


Dieselben Schlüsse zeigen daher, daß k,(x) den Faktor (x — z,) 
besitzt, so daß gesetzt werden kann 


ka) = (2 — 20) (8 — 2) ie (®), 
wobei k,(x) eine ganze Funktion des x von der Gestalt 
k,(@) = dar Ha" +. +, seid, 


bedeutet. Fährt man in gleicher Weise fort, so gelangt man auf die 
Darstellung 


(4) ka)=a@— na — an) @— m.) 
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Hier soll nun auch für den letzten noch ausstehenden Wert x, des 
Argumentes x 


k(&,) er Co (&n — LE — %,) RR (2 %,-1) — U 
werden. Da die einzelnen Klammergrößen von Null verschieden sind, 
und da ein Produkt nur verschwindet, wenn einer seiner Faktoren 
Null ist, so muß «= 0, also wegen (4) k(x) identisch Null sein. 

So sehen wir: Zwei ganze Funktionen n!® Grades einer 
Variablen, deren Werte für (a-+ 1) untereinander verschie- 
dene Argumentwerte übereinstimmen, sind einander iden- 
tisch gleich. Gleichzeitig ergibt sich: Eine ganze Funktion nn 
Grades einer Unbekannten kann höchstens für n Werte der- 
selben verschwinden, falls sie nicht identisch Null ist; ver- 
schwindet sie für die Werte &,, %,, &s, ..., &, von z, so kann 
die Funktion in die Normalform 


Col — ) — BR — 2) (0 m,) 
gebracht werden. 
$ 43. Die Addition und die Subtraktion zweier ganzer Funk- 
tionen einer Variablen 
(6) | fo) -o+ HE ++ +0, 
9a)= nun tut” +: +0,a” 
vollzieht sich in der Form 
fa) ta) = mt) + ta) + mt) +::-. 
Ist n=+v, so gibt die größere der beiden Gradzahlen » und »v den 
Grad der Summe oder der Differenz an; ıst n=», so kann dieser Grad 
kleiner als n oder v werden. Dies tritt z. B. ein bei a,+«,=V®. 
Die Multiplikation f-@ wird nach der Regel über die Produkt- 
bildung zweier Summen vollzogen. Man hat 
Fi) PR) = Mm + AU ++ ma +: 
+4, ta? ++ a2 +--- 


+,” + 0° + + Qt: 


oder nach steigenden Potenzen von x geordnet 
fa) a) = un + ya t+ an) + mt HH t+ mA): 
au a ta ae? 


Der Grad des Produktes ist demnach gleich der Summe der Grade 
der Faktoren. 


Netto: Algebra 4 
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Während die Summen- sowie die Produktbildung bei ganzen Funk- 
tionen stets in dem Bereiche ganzer Funktionen ausführbar ist, findet 
dies bei der Quotientenbildung nicht mehr allgemein statt, d. h. wenn 
f(x) und p(x) beliebige ganze Funktionen sind, so gibt es im allge- 
meinen keine ganze Funktion q(z) von x, die die Gleichung 


ft) = p(&) q(@) 
befriedigte. Dagegen kann man stets auf eine und auch nur auf eine 
Weise eine ganze Funktion 


ray)en Fnetnet- tr ra 


derart bestimmen, daß (unter Weglassung der Argumentangabe in den 
folgenden Formeln) der Quotient 


art. 
p 
eine ganze Funktion g(x) wird; daß man also hat 
(6) f=p-.qy+r. 


Um dies nachzuweisen, nehmen wir zunächst n > v und bilden eine 
Funktion f, gemäß der Gleichung 


a — Y 
PER AIETE 
v 


dann ist f, höchstens vom Grade (n — 1); wir bezeichnen diesen Grad 
mit m und setzen 


= 5,0” + RE re >= +b, (m<n—1). 


Dann bilden wir eine Funktion /,(x) gemäß der Gleichung 


ARD 
Reno, 


dessen Grad in x gleich oder kleiner als (n — 2) wird. So fahren 
wir fort, bis wir zu einer Funktion 


re E” 
Pe SR 


kommen, deren Grad < » ist, während der von f, noch > v war. Die 
Shhaig) dle: entsprechenden Gleichungen 


je ge ba" "+ a a. Eee 


& 








"Yo u 


beweist den ausgesprochenen, in (6) formulierten Satz, wenn man den 
Zähler des Bruches = «,q und for — r setzt. 

Ist ferner n<v, so Braucht man nur qg=a,:«, zu nehmen 
und kommt dann auf den eben besprochenen Fall zurück. 


n 
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Die Darstellung (6) ist nur auf eine Art möglich. Denn aus der 
Annahme des Bestehens einer Gleichung 


f=p.gatn=-p-uHtn (4 + q) 
würde folgen 


9. -ql=-n—r, 
wobei die Klammer nicht identisch verschwindet, q, also mindestens 
ein von Null verschiedenes Glied, etwa 


Kar (k > 0) 
besitzt. Dann ist wegen (5), $ 43 die linke Seite der letzten Glei- 
chung vom Grade » +x, daher von höherem als , d.h. >v, die rechte 
hingegen höchstens vom Grade (v — 2); was nicht angeht. 

In (6) heißt q der Quotient und r der Rest der Division von 
f durch 9. Istr=0, dann heißt p) ein Teiler von f, und f wird 
ein Vielfaches von g. 


$S 44. Es seien nun zwei ganze Funktionen, f vom Grade n und 
fi vom Grade n,, gegeben, und dabei n>n,. Dann läßt sich das 
Euklidsche Verfahren (vgl. Grundlehren I, I, S. 53) für die Auf- 
suchung des größten gemeinsamen Teilers zweier ganzen Zahlen un- 
verändert auf unsere beiden Funktionen Ban Wir bilden näm- 
lieh durch Division nach dem Verfahren des vorigen Paragraphen 


= 91° ı +P, 
wobei q, und f, zwei ganze Funktionen von x sind, und der Grad n, 
des Restes bei der Division von f durch f, sich kleiner als », ausweist. 
In gleicher Weise gelangt man von f, und /, durch Division zu 

h=-4htb 
wo der Grad n, von f, kleiner als n, ist, also 

n<m - 1m —2 

wird. Geht man so weiter, dann muß wegen der Verminderung der 


Grade das Verfahren nach einer endlichen Anzahl von Operationen 
abbrechen; und so kommt man zu dem Schema 


= hth; 
h=nhkth 
ee Raps 


(7) a 
RU ER N RN a 17 
a 
a täl- 


4* 
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Die letzte der Gleichungen (7), in der f, auch eine Konstante sein 
kann, zeigt, daß f._, ein Vielfaches von f, ist; die vorletzte zeigt 
dann, da beide Summanden der rechten Seite f, als Faktor haben, 
daß also f,_, ein Vielfaches von f, ist, usf,, bis schließlich folgt, daß 
f, und f Vielfache von f, sind. Es gelten daher die beiden Glei- 
chungen 

(8) a a a ati 
f, ist also ein gemeinsamer Teiler von f und f,. 

Die vorletzte der Gleichungen (7) gibt 


De 737 A Fr Iy-3; 
diese geht durch die drittletzte der Gleichungen (7) über in 
f,= Di (— TE g4._2 nr er . dr ne a 
oder kürzer geschrieben in 
f,= er} Its ch jahr l,_3 DE 
diese durch die vorhergehende aus (7) in eine Gleichung von der Form 


Br Ge 3 area 
usf., bis man zu der Schlußgleichung 
(9) De a 
gelangt. Ihr zufolge teilt der größte gemeinsame Teiler von f und f, 
auch f,; wegen (8) ist daher f. der größte gemeinsame Teiler 
von fund f/. Die Gleichung (9) zeigt: der größte gemeinsame 
Teiler zweier ganzer Funktionen ist als lineare, homogene 
Funktion derselben darstellbar. Sind insbesondere f und f, teiler- 
fremd zueinander, dann wird f, eine von Null verschiedene Konstante. 
Dividiert man mit dieser in beide Seiten von (9), so entsteht die Re- 
lation 


(9a) 1=G6Gfh +47, 


worin G und H ganze Funktionen von & sind, die nicht ganzzahlige 


Koeffizienten zu haben brauchen. 
Die Funktionen @ und H sind durch (9) nur bis auf Vielfache 
von f, bzw. von f, bestimmt, da auch für eine beliebige ganze Funk- 


‚tion R von & 
(e+f- Mh +H-AWf=t, 


ist. Um zu einer eindeutigen Darstellung von f, durch f und / zu 
gelangen, verfahren wir so: Wir dividieren 7 durch f, und benennen 





1) Es braucht kaum bemerkt zu werden, daß @’, H’ nicht die Ableitungen 
von @, H sind. 
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den Quotienten R, dann wird (H — f, R) höchstens vom Grade (n, —1). 
Daraus folgt, daß f,— (H — f,R)f höchstens vom Grade (n+n, — 1), 
also nach (6) (@-+f.R) höchstens vom Grade (n—1) ist. Demnach 
kann man in (9) die Funktionen H und @ so wählen, daß 
ihre Grade die Werte (n— 1) bzw. (n — 1) nicht übersteigen, 
und dies ist nur auf eine Art möglich. 

$ 45. Wir wollen für das Besprochene zwei Beispiele geben. 

I. Es sei 


fa)=#t—-?+32°—x+6, fifa) = —320°+80°— 98 +9. 


Dafür wird 
d=1, fh(&) = 22° —- 50° +82 — 3, 
1 1 11 33 
a 9 fs(®) = a rn 
8 4 


ERTL ER, (a) —=0. 
Daher wird f, oder, um die Koeffizienten ganzzahlig zu machen, nach (9) 
4 
9a) he) 2043 


der größte gemeinsame Teiler von f und f,. Dieser Teiler ist 


20 +3 - ra) + Aa) 
und es wird dabei 
fe) = (®—- 22 +39) +2+2, Aa) (a? —- 227453)" —xc+3). 
Il. Es seien zweitens die Funktionen vorgelegt 
I@)=.+1, ka)=- +22 +5; 
wir erhalten für sie 
1=2—2, kRÜ)=-EzHT, 
9 =%—5, hla)= 538, 
2 +5) +1) + —- Tz +11) (a +22 +5) = 38. 


Demnach sind unsere Funktionen f und f, teilerfremd. Nimmt man 
hier z. B. R=1, so folgt, daß auch 


(2+2+8)2°+1)+(- + 2°2—- 72 +10)(2?+ 22 +53) = 38. 


$ 46. Dem größten gemeinsamen Teiler f, der beiden Funktionen 
f und f, tritt zur Seite ihr kleinstes gemeinsames Vielfache g. 
Aus dem Begriffe folgt, daß man setzen kann 


9=f H=lı' 9 
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worin g, und g, zwei ganze Funktionen von x ohne gemeinsamen 


Teiler sind. Da nach (8) 
=% 7, h= Al» 





so folgt 
0 Qf,' ME Yıl,9s; 
1-4 R: 
und da Q und Q, sowie g, und 9, teilerfremd sind, 
= Hh=l, 
1 £ r-f 
9-F-Q-f-% >= er 
ge teh, 


d. h. das Produkt aus dem größten gemeinsamen Teiler und 
dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier Funktionen 
ist gleich dem Produkte dieser beiden Funktionen selbst. 
So ist für das erste Beispiel des vorigen Paragraphen das kleinste 
gemeinsame Vielfache von f und f, 
9g=-(— a? +32°’— +6), —2+3)= (at 30°480° 9549) (0 +0 +2) 
— 0 — 20° 4 Tat — To? + 162° — 95 + 18; 
und für das zweite Beispiel des gleichen Paragraphen 
g= + da +27 +3) +23 + +2 +3. 
$ 47. Wenn f und f, teilerfremd sind, kann man (9) in die Form 
bringen 
(9a) Hy er 
worin H und H, ganze Funktionen höchstens vom Grade (n — 1) 
bzw. (n, — 1) mit im allgemeinen gebrochenen Koeffizienten sind. Da- 
bei ergibt sich aus (9a) durch Division mit f-f, 
URL SER 
DATEN. 
und wenn %k eine ganze Funktion bedeutet, deren Grad <(n + n,) ist, 
dureh Multiplikation mit dieser Funktion %k in die letzte Gleichung 





Setzt man nun, indem man Ak durch f sowie A,%k durch f, dividiert, 


Hk=Q-/+K, Hk=Qfi+K, 


wo K und K, ganze Funktionen von geringerem als dem n‘® bzw. 
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dem n,'" Grade sein sollen, so folgt die Umgestaltung der obigen 
Gleichung in die Form 
DRK 

ee 
Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn die ganze Funktion + Q, 
Null ist; das erkennt man, wenn man beide Seiten der letzten Glei- 
chung mit f-/, multipliziert und den Grad der rechten Seite mit dem 
der linken vergleicht. Die linke hat, falls + @,=+0 ist, zum Grade 
mindestens (» + n,), während die rechten höchstens (n + n, — 1) hat. 
Somit folgt 


Ai 0) Kae 


k 
EN 


und hierdurch haben wir den Bruch auf der linken Seite in eine 
Summe einfacherer, sogenannter Partialbrüche zerlegt. Durch Fort- 
setzung dieses Verfahrens kommt man zu der Zerlegung 


en: 

n = er 
UNS f 
| 


wenn kein gemeinsamer Teiler für irgend zwei f, besteht, und wenn 


n 
der Grad von k geringer ist als der von I NE 


Es wird bald gezeigt werden ($ 50), daß jede ganze Funk- 
tion F(x) sich, abgesehen von konstanten Faktoren, auf eine und nur 
auf eine Weise in ein Produkt unzerlegbarer Faktoren 


= TE Di ur DS 


zerfällt werden kann, wo die %,, %, ..., %, positive ganze Zahlen 
sind. Hat die ganze Funktion G(x) einen geringeren Grad als F\, 
dann zeigen die vorstehenden Entwicklungen, daß die Darstellung 


4 

G SH 
(11) ETtiLFRe 
a=ı * 


möglich ist, wobei auf der rechten Seite der Grad jedes Zählers kleiner 
bleibt als der des entsprechenden Nenners. Gleichzeitig kann man 
annehmen, daß @(2) zu F(x) teilerfremd sei, da man dies ja durch 
Heben des Bruches stets erreichen kann. 

Ist auch nur einer der Exponenten x größer als 1, so ist eine 
noch weitere Vereinfachung des zugehörigen Bruches möglich. Wir 
lassen der bequemeren Schreibweise halber die unteren Indizes und 











56 Drittes Kapitel. Elementareigenschaften ganzer Funktionen einer Variablen 








die Argumente fort und bilden durch fortgesetzte Divisionen von g,g', 
gq',qQ",... durch f die Gleichungsreihe 


Dead: ’=gf+g, ih a: ns. 
geht re + geu+tDfe; 


hier werden die Grade aller g’, 9’, 9”, ... kleiner als der Grad von 
f, und man erhält 


so daß 





GERT, 78 g” 

ea ee 

(12) f% Fr Fans“ BR 2 nn 
In dem besonderen Falle, daß f eine lineare Funktion von x wird, 
treten g’, 9’, 9”, ... als Konstanten auf. So kommt man zu der 
Formel für die Partialbruchzerlegung, in der die c,, Konstanten be- 


deuten 











G(&) I Ci Ca,2 a Ca, 
EEE SE gagit Ar 

(12a) Co,1 C,2 a: (a-Fb=F-.). 
ir a 


(ed ee 


Wir werden bald beweisen, daß eine derartige Zerlegung nur auf eine 
Art möglich ist, vgl. $ 55. 
Als Beispiel behandeln wir den Bruch 


Ga) +2 +32 +6 
Fo Mailer 1) 


Man findet bei der Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers der 
Faktoren im Nenner, nämlich (# +1) und («—1)?, 


2(? — 22 +1) —- (2-2) @?+1)=2, 





also 
3% 4.(0 — 2) 1 


#1 (—-1 (ri) — 1)? 








und daraus 


4x(2?+22°+ 3x + 6) 4 — 220422743246) _ 2° +22 +32 +6 
a’+1 FR (x — 1)? © “+ 1) 3 











oder 





[2° DD |] - [2° +22 2 See 


2 
_e+22’+32 +6, 


FEN? 
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setzt man 2 7=—6+(x—1), so kommt man auf das Schluß- 
resultat in der Form | 
or Bere 2er — 1 6 1 
Bremen gerne: 
Im Bereiche der komplexen Größen ist der erste Bruch rechts noch 
weiter zerlegbar; man hat für ihn 





22 —1 i+li 
- 4 


De: 
+1 x —i 


c+i 

$ 48. Es sei f(x) eine ganze ganzzahlige Funktion nt" Grades 
der Variablen x. Gibt es außer konstanten Größen keine Funktion 
von geringerem Grade als dem n‘® mit ganzzahligen Koeffizienten, 
die f(x) teilt, dann heißt f(x) irreduktibel; gibt es eine solche, 
dann heißt f(x) reduktibel; doch soll die Teilbarkeit durch eine 
ganze Zahl die Reduktibilität nicht zur Folge haben, die teilende 
Funktion soll also mindestens den Grad 1 besitzen. 

Ist eine Funktion f(x) des Grades n=2x oder n=2x+1 reduk- 
tibel, so hat sie auch einen Teiler, dessen Grad den Wert x nicht 
übertrifft. Will man nun diese Funktion f(x) auf ihre Reduktibilität 
hin untersuchen, so reicht es aus nachzusehen, ob sie einen Teiler 
eines Grades <x hat. Hat die Funktion f keinen solchen, so ist f(x) 
irreduktibel. Gesetzt aber, sie habe einen solchen g(x), so daß 


f(x) = 98)  h(x) 


wird, wo g(z) und h(x) ganzzahlige Koeffizienten haben, dann wird 
für jeden ganzzahligen Wert x, von x der Zahlenwert g(x,) ein Teiler 
des Zahlenwertes /(x,). Da wir die sämtlichen Teiler der bekannten 
ganzen Zahl f(x,) durch eine endliche Anzahl von Versuchen bestimmen 
können, so haben wir unter diesen Teilern auch g9(x,) zu suchen, d.h. 
für den Wert g(x,) steht nur eine endliche Zahl von Möglichkeiten 
zur Wahl. 

Genau das gleiche findet mit den willkürlichen, nur untereinander 
und von x, verschiedenen ganzzahligen Argumentwerten &,, %9,..., 2, 
von x statt, da ja g(x,) ein Teiler von f(z,) ist («e=1,2,...,x). 

Wir haben also für die möglicherweise vorhandene Funktion 9(z) 
eine endliche Anzahl von Wertesystemen g9(2,), 9(&), - - -, 9(2,) für 
die beliebigen Argumente x, &, &, -..,&,. Nach der Lagrange- 
schen Interpolationsformel kann man für jedes dieser Wertsysteme 
eine Funktion herstellen 


Hl), 9:0), 9(®), -- -- 


Ist ein Teiler g(x) von f(x) vorhanden, so kommt er sicher unter 
diesen Funktionen vor. Man braucht also nur der Reihe nach die 
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Division von f(x) durch die Funktionen g,, 95, ... der obigen Reihe 
vorzunehmen, um eine Entscheidung über die Reduktibilität oder die 
Irreduktibilität von f(x) herbeizuführen. 

Als Beispiel behandeln wir die ganze Funktion vierten Grades 


f(x) = 22 — 120° + 192 — 8c +1 (x =2). 
Es ist dafür, wenn u=0, ,=1, 2%,=2 genommen wird, 
fo) =1, 1-2, f2)--3, 
Hier stellt sich die Zerlegung besonders einfach, da man mit Prim- 
zahlen zu tun hat. Man erhält nämlich nur je vier Faktoren der Werte 
von f(1) und f(2), und nur zwei Faktoren von f(0) 
sY=-+h sV)=-+Lh,+2 gM)-H+1,+3. 


Das ergibt 32 Wertkombinationen; da wir aber statt + g(z) ebenso- 
gut — g(xz) als Teiler von f(x) auffassen können, so dürfen wir 
g9(0) = — 1 annehmen, und es bleiben nur 16 Kombinationen zu be- 
handeln. Nach der Interpolationsformel von Lagrange ist 


Le 1 
a) = 10 (+ 5-32 +1) +9) - +20) +92) 
Danach ergibt sich folgende Tabelle 

















w-|m-| sw- [sw-|wW-| s@- 

Mn U EB a eg es ihn nr De 
Se An] #1 | —3 | Ir the 
ala et la 1 Sbeni De ae 2 al 
+1.1—1.1.-24+32—1)|.—1 |, 3 je 
a Re a N a er — +4: —1 
> —1 Br al +2| -—3 | AA 
-2 +1 | +29 —-32--1]| —2 | +3 | 3-42 —-1 
Be Re Penner: Be. 








und jetzt bleibt uns nur noch übrig nachzusehen, ob eine der Funk- 
tionen g(&) in f(x) aufgeht. 

Statt aber die 16 Divisionen durchzuführen, wendet man bequemer 
die eben befolgte Methode noch für einen neuen Argumentwert an. 
Es si x=-—2, also f-2)=221=17:.13. Da die 16 Werte von 
9(—2) der Reihe nach gleich 


— 9.17, 5, 11,19, 25,13, 7,0 5, SD 
= 13 Se 
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sind, und da der Quotient f(—2):g(—2) eine ganze Zahl sein muß, 
so kommen nur noch vier Formen in Betracht, nämlich \ 


— 22°+4:—1, 22°—35:—1, —®?+42—1, —ae-1, 


und man findet durch Division, daß die Zweite und die vierte Funktion 
ausscheiden, und daß 


f&) = 2x — 122° + 19? — Ss + 1= 22? —42+1)(@— 42 +1) 
ist; zugleich folgt, daß die beiden quadratischen Faktoren der rechten 
Seite unzerlegbar sind. 


$ 49. Als zweites Beispiel für die Irreduktibilitätsverhältnisse 
untersuchen wir die Zerlegung einer Funktion 


OR Re EL EL Ba ee RER Ze va 79 


in der alle Koeffizienten a,, a,, ..., @,_,, a, ganze Zahlen und durch 
eine und dieselbe Primzahl p teilbar sein sollen. 
Angenommen, es sei die ganzzahlige Funktion 


ga) = a" + ba" i+ ba"? +... +b, 1% 4+b, (msk—]1) 


ein Teiler von f(x), und der Quotient f(x):y(x) gleich der ganzzahligen 
Funktion 


ha)= a" tagt. - +0,12 +c (mrn=k), 


so muß b,,-c„—= a, durch p teilbar sein. Wir untersuchen, ob einer 
der beiden Faktoren 5b, und c,, etwa 5b, teilerfremd zu p sein kann. 
Aus b,:c,= a, folgt, daß dann p ein Teiler von c, ist; aus 


O Anz b,,C ar 
folgt weiter, daß c,_, durch p teilbar ist; aus 
Om 2 ar De 1n- Ne be n-2 9 
daß auch c,_, es ist, usf.,, bis zu 
DER. RR, 3% Tu + Dr 6% um b„= A,_n 


wo die b, deren Indizes negativ werden, gleich Null zu setzen sind. 
Aus dieser Gleichung würde aber folgen, daß b, durch p teilbar ist, 
was der Annahme widerspricht. 

Die Annahme, daß c, teilerfremd zu p sei, führt auf gleiche Weise 
zu einem Widerspruch. Also kann g(x) nur dann f(x) teilen, wenn c, 
und b,, gleichzeitig durch p teilbar sind; «a, hat daher p? zum Faktor. 


Daraus folgt: 
Sind alle Koeffizienten a,, @,..., @, von 


= ta itr aan? +. +0, 


durch die Primzahl p teilbar, und ist insbesondere a, durch 
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keine höhere Potenz von p teilbar als durch die erste, dann 
ist f(x) irreduktibel. 

Dieser wichtige Satz, an den sich manche Erweiterungen knüpfen 
lassen, heißt nach Eisenstein (Journ. f. Math. 39, S. 166), wiewohl 
ihn Schoenemann seinem Wesen nach zuerst gefunden und veröffent- 


licht hat (Journ. f. Math. 32, S. 100, und 40, S. 188). 


$ 50. Ist die ganze ganzzahlige Funktion f(x) reduktibel, so gibt 
es der Definition gemäß eine Zerlegung von f(x) in zwei Faktoren, 
die selbst ganz und ganzzahlig sind, 


f(&) = g(@) ha). 


Für jeden der beiden Faktoren g und h gilt dann wieder der Satz, 
daß er irreduktibel oder in Faktoren zerlegbar ist. Nach den Fest- 
setzungen aus $ 42 ist der Grad jedes Faktors kleiner als der der 
zerlegten Funktion, aber größer als Null. Folglich muß die Zer- 
legung nach einer endlichen Anzahl von Operationen beendet sein. 
Jede ganze ganzzahlige Funktion einer Veränderlichen ist 
entweder irreduktibel oder in eine endliche Anzahl irreduk- 
tibler Faktoren zerlegbar. 

Sind zwei ganze Funktionen f(x) und g(z) gegeben, so können 
drei Fälle eintreten: entweder ist die eine ein Teiler der anderen, oder 
beide haben einen gemeinsamen Teiler niedereren Grades, oder sie sind 
zueinander teilerfremd. Ist die eine der beiden Funktionen irreduk- 
tibel, dann fällt die zweite Möglichkeit fort, d.h. eine irreduktible 
Funktion ist entweder Teiler einer anderen oder teilerfremd 
zu ıhr. 

Die irreduktible Funktion f(x) möge zur Funktion g(x) teiler- 
fremd sein, aber das Produkt y(x)-h(x) teilen. Infolge der ersten An- 
nahme kann man nach (9a), $ 44 zwei ganze Funktionen P(x) und 
Q(x) bestimmen, für die die Gleichung gilt 


P(a) f(x) + Oa)g(e) =1, 
(Podhka)) f(x) + Ya)(g@h@)) = h(z) 


wird. Infolge der zweiten Annahme ist die linke Seite der letzten 
Gleichung, also auch die rechte, d. h. A(x) durch f(x) teilbar. Teilt 
eine irreduktible Funktion das Produkt zweier (also auch 
mehrerer) ganzen Funktionen, so teilt sie mindestens eine 
von ihnen. 

Daraus folgt sofort: Jede ganze Funktion einer Variablen 
ist, abgesehen von konstanten Zahlenfaktoren, nur auf eine 
Art als Produkt irreduktibler Faktoren darstellbar. Denn 


so daß also 
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hätte man zwei Zerlegungen der ganzen Funktion F(x) in irreduk- 
tible Funktionen 


Fa) = g(@) hla) ka) = ga) Aula) Klo), 


so müßte g,(x) eine der Funktionen g(z), h(x), k(x), ... teilen, etwa 
9(x), und da 9(x) auch irreduktibel ist, so müßte 


98) = 69, (@) 
sein, wo c eine Konstante bedeutet. Setzt man diesen Wert von g(z) 
in die Gleichung für F(x) ein und dividiert durch g(x), so entsteht 
die Relation 
ch(2)-k(2)---=h(a)k(x) --- 
An diese Gleichung knüpfen wir dieselben Betrachtungen und 


finden ebenso, daß etwa 
h(z) = ch, (z) 


cak(2)---=kla)--- 


usf. Bis auf konstante Zahlenfaktoren stimmen also beide Zerlegungen 
von F(x) miteinander überein. 


ist und daraus 


$ 51. Für die Zerlegung einer ganzen ganzzahligen Funktion 
haben wir gefordert, daß ein etwa vorhandener Teiler ganz und ganz- 
zahlig sei. Wir können aber die Forderung auch dahin gehen lassen, 
daß der Teiler als Koeffizienten zwar noch rationale, aber nicht not- 
wendig ‘ganze Zahlen habe. Dann ist es denkbar, daß bei dieser all- 
gemeineren Forderung rationaler Koeffizienten der Teiler einer Funk- 
tion zerlegbar ist, die bei der engeren Forderung ganzzahliger 
Koeffizienten der Teiler unzerlegbar bleibt. Wir werden aber jetzt 
zeigen, daß dieser Fall nicht eintreten kann, d.h. wenn die ganze 
ganzzahlige Funktion f(z) in zwei Faktoren g(x) und h(x) 
mit rationalen gebrochenen Koeffizienten zerlegbar ist 


f(@) = g(@)h(a), 
dann ist f(x) auch in zwei Faktoren mit rationalen ganzen 
Koeffizienten zerlegbar. 
Dieser Satz stammt von Ü. Fr. Gauß (Disquis. arithm. $ 42, 
Werke I, p. 34). 
Um seine Richtigkeit nachzuweisen, zeigen wir zunächst: Wenn 
in den beiden Funktionen 


ta ta2*+:: 
r 





? 


+4 +42 + :-- 
ga) = an 2er 


die Konstanten I, A; , &, &, -. +; dy Ay, dy, ... ganze Zahlen sind, 
wenn ferner die c unter sich und auch die d unter sich keinen ge- 
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meinsamen Teiler haben, dann hat das Produkt g:-h zum kleinsten 
gemeinsamen Nenner das Produkt T-A. Denn es sei p* die höchste 
in T und p* die höchste in A als Faktor vorkommende Potenz der 
beliebigen Primzahl p; ferner seien cC,, €, €, .- -, C,_ı sowohl wie 
dy, dy, de, ..., d;,_, durch p teilbar, dagegen weder c, noch d,, dann 


wird der Koeffizient von «*+? in g- h, nämlich 


[ds + Carıda-ıt Carade-at 
+ 09-1441 + &a-2@gr3 + 1: (TA) 


im Zähler keine Potenz von p als Faktor enthalten, da c,d, durch p 
nicht teilbar ist, während alle folgenden Summanden in der eckigen 
Klammer durch p teilbar sind. Folglich tritt p*** in den Nenner 
von 9-:h. Das gleiche gilt von jeder in T oder in A auftretenden 
Primzahl, und somit ist dieser erste Teil des Beweises geliefert. 

Setzen wir weiter mit ganzzahligen Koeffizienten der Zähler und 
ganzzahligen I, A 


(a) = Gib Ya Gesfetene 





Ha) — Ds + Dec Dre 


’ 


und ist hier der größte gemeinsame Teiler k der C,, ©, O,, ... teiler- 
fremd zu T, und /, der von D,, D,, Ds, - - -, teilerfremd zu A, dann 
nehmen wir % und Z aus den Koeffizienten heraus und setzen 


Gla)—=k.ge), He) STR 


g9(x) und h(x) sind hier Funktionen, wie wir sie zu Anfang dieses 
Paragraphen behandelt haben. 
Wenn nun das Produkt 


G(&)H(&) = kl. g(x)h(«) 


sanzzahlig wird, so folgt nach dem soeben bewiesenen, auf g(z), h(z) 
bezüglichen Satze, daß kl durch FT, A teilbar ist. Nach unseren Fest- 
setzungen sind k und / teilerfremd zu T bzw. zu A, also wird 


Km 0 ADS Leo 
wobei og und 6 ganze Zahlen bedeuten. Sonach kann man setzen 
A r 
“a)=- re, H)- ZT), 


wobei » und n ganze ganzzahlige Funktionen von x bedeuten. 
Ist also eine ganze ganzzahlige Funktion f(x) in zwei Faktoren 
mit rationalen gebrochenen Koeffizienten zerlegbar 


fix) = @(&): He), 
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so ist auch die Darstellung vorhanden 
f«) = 0 yla)na), 


d. h. f(x) ist auch in ganzzahlige Faktoren zerlegbar. Damit ist der 
Gaußsche Satz bewiesen. 


$ 52. Wir haben in den vorhergehenden Paragraphen mehrfach 
mit der Zerlegung und mit den Teilern ganzer Funktionen einer Ver- 
änderlichen zu tun gehabt, ohne aber bisher auf die prinzipiellen Er- 
örterungen des Teilerbegriffes einzugehen. Das soll jetzt geschehen. 
Wir knüpfen dabei an Sätze aus der Zahlentheorie an. Wenn wir 
sagen: „D ist eine Primzahl“, so heißt das: „5 ıst nicht als Produkt 
zweier ganzen Zahlen des natürlichen Zahlenbereiches 1, 2,3,4,... 
darstellbar“ (natürlich abgesehen von dem hier und im folgenden stets 
auszuschließenden Falle, daß einer der Faktoren gleich der positiven 
oder gleich der negativen Einheit wird). Dagegen zeigen die Gleichungen 


Beine 7. D-0r27 Dus2y)), 


daß die 5 im Bereiche der ganzen komplexen Zahlen (a+bYV—1) 
zerlegbar ist. Andererseits ist z. B. die Zahl 7 in beiden Bereichen, 
dem der natürlichen ganzen und dem der komplexen ganzen Zahlen, 
unzerlegbar. Aus diesen Beispielen ersieht man: Es muß vor allem 
bestimmt werden, was als rational angesehen werden soll. Alles dies 
wird in dem sogenannten Rationalitätsbereiche zusammengefaßt. 

Ähnlich bei ganzen Funktionen. Handelt es sich um die Zer- 
legung der ganzen Funktion f(x), so ist zunächst festzustellen, welche 
Arten von Größen als Koeffizienten der Faktoren auftreten dürfen; 
denn davon hängt wesentlich die Zerlegungsmöglichkeit ab. So ist 
z. B. 2 — 3 unzerlegbar, wenn nur Faktoren mit rationalen Koeffi- 
zienten zugelassen werden; gestattet man das Auftreten von beliebigen 
reellen Größen, dann ist die Zerlegung derselben Funktion 


?—3—=(2+YV3)(x—Y3) 
möglich; © + 3 bleibt auch hier irreduktibel, wird aber zerlegbar, 
wenn wir beliebige komplexe Koeffizienten zulassen, da dann die Zer- 


lesung gilt 
EDER 7 Ar Ay 
Unter einem Rationalitätsbereiche oder einem Körper ver- 
stehen wir eine Gesamtheit von Größen, die so beschaffen ist, daß die 
Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient irgend zweier 
dieser Größen auch unter ihnen vorkommt; ausgenommen sind nur die 
Quotienten, deren Divisor die Null ist. Wir wollen von dem, nur 
durch die Null allein gebildeten Körper absehen, also annehmen, daß 
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ein Körper mindestens eine von O0 verschiedene Größe enthält. Divi- 
diert man diese durch sich selbst, so folgt die Existenz der Einheit 
in dem Körper, und da aus ihr durch die vier gestatteten Operationen 
der Addition, der Subtraktion, der Multiplikation und der Division jede 
rationale, positive oder negative Größe sich herleiten läßt, so umfaßt 
jeder Körper die Gesamtheit aller rationalen Zahlen. Umgekehrt bilden 
alle rationalen Zahlen einen Körper. Dieser ist demnach der kleinste 
überhaupt vorhandene; er heißt der absolute Körper; er werde 
durch X(1) oder K bezeichnet. 

Wenn alle Größen eines Körpers X, in einem anderen Körper X, 
vorkommen, dann nennen wir X, einen Teiler von X, und umgekehrt 
K, ein Vielfaches von K,. Der absolute Körper ist ein Teiler jedes 
Körpers. 

Fügt man den Größen eines Körpers K eine neue Größe ® hinzu, 
so entsteht ein neuer allgemeiner Körper K(w). Man sagt, & sei dem 
Körper X adjungiert oder K(») sei durch Adjungierung von 
© zu K entstanden. In gleicher Weise kann man dem Körper 
K(o®) eine neue Größe ®, adjungieren; es entsteht dann der Körper 
K(®,®,); usf. Der allgemeinste Körper besteht aus allen reellen und 
komplexen, rationalen und irrationalen Zahlen; wir nennen ihn den 
Totalkörper. Er umschließt jeden Körper als Teiler. 

Die Notwendigkeit der Einführung solcher Begriffe haben be- 
reits N. H. Abel (Oeuvres I, p. 479, und II, p. 220) und E. Galois 
(Oeuvres p. 34) gefühlt; ihre Präzisierung und konsequente Verwen- 
dung verdankt man R. Dedekind (in Dirichlet: Vorlesung über 
Zahlentheorie, 4. Aufl. 1894, S. 452) und L. Kronecker (Journ. f. 
Math., Bd. 92, S. 3; 1882; Werke Il, S. 248). 

$ 53. Ist eine beliebige ganze Funktion f(x) vorgelegt, so ist 
der kleinste Körper K,, dem alle Koeffizienten von f angehören, mit 
f zugleich gegeben. Wir sagen, die Funktion f(x) gehört zum 
Körper K,; und jede Betrachtung, die an f(x) anknüpft, muß einen 
Körper zugrunde legen, der K, als Teiler besitzt; denn nur in einem 
solchen finden sich die Koeffizienten des gegebenen f(x) als bekannte 
Größen. Es sei nun X, ein derartiger Körper, dann heißt f(x) im 
Körper K, reduktibel, wenn f als Produkt zweier ganzen Funk- 
tionen g(x)- h(x) darstellbar ist, deren Koeffizienten sämtlich in X, 
enthalten sind. 

Beschränkt man sich auf den Körper, der aus sämtlichen reellen 
Zahlen oder Größen gebildet wird, so ist in ihm jede ganze Funktion 
einer Veränderlichen in lineare und quadratische Faktoren zerlegbar; 
das wird später gezeigt werden. 

Wir haben uns bei der Aufsuchung des größten gemeinsamen 
Teilers auf den Fall beschränkt, daß die Koeffizienten der vorgelegten 
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Funktionen dem Körper X (1) der rationalen Zahlen angehören. Diese 
Einschränkung können wir aber jetzt fallen lassen und einen willkür- 
liehen Körper zugrunde legen. Auf ihn lassen sich alle oben gemach- 
ten Schlußfolgerungen ungeändert übertragen, da sie sich nur auf die 
Verwendung der vier einfachsten Operationen stützen, und man er- 
kennt, daß die dort erlangten Resultate auch hier Gültigkeit besitzen. 

Als Beispiel suchen wir in dem Körper KX(1,:), d. h. in der Ge- 
samtheit der Zahlen («a + bi), worin a und b relle rationale Zahlen 
bedeuten, den größten gemeinsamen Teiler der beiden ganzen Funk- 
tionen 


f)=#+4r+ise+2 md A)=- it tir—in—1. 
Wir behalten die früheren Bezeichnungen bei ($ 44) und finden durch 
fortgesetzte Divisionen ; 
4@)=1, (a) = — ia? + 40? + 2ix +3, 
G(2)=ir +3, (&) = —- 1a? +ir +1), 


3), A) =0. 
Also ist 
-Sh@)=-atictl 


der gesuchte größte gemeinsame Teiler von f(x) und /,(x) in dem 
Körper K(1, :). 

$ 54. Wir wollen noch einige Sätze ableiten, die sich auf das Ver- 
hältnis eines beliebigen reellen Körpers X zu dem, durch die Adjungie- 
rung von {=V-— 1 erweiterten Körper X (ti) beziehen. Es gelten fol- 
gende Theoreme: 

I. Ist die zu Xi) gehörige ganze Funktion F(x)+:G(x), in 
der F und @ zu K gehören, durch eine zu K gehörige ganze 
Funktion p(x) teilbar, so werden F(x) und @(x) einzeln durch 
o(x) teilbar. In der Tat folgt aus der Annahme der Teilbarkeit die 


Gleichung 
F(2) + ia) = pa)lfl@) + ig@)]; 


F(a)=gp(a):f(a) und Gl@)= ya): I). 

Il. Ist die zu X gehörige Funktion F(x) durch die zu K(i) 
gehörige Funktion (f(x) +ig(a)) teilbar, wo f(x) und g(x) zu 
K gehören, dann ist F(x) auch durch (fi) —ig(a)) teilbar. 
Aus der Voraussetzung folgt 


Fa) = fa) + iga)] Ihe) + in]: 


Netto: Algebra 


also ist 
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Wir setzen nun im Rationalitätsbereiche X oder im Körper K 


ft) ya), gt) va; 
A@)=hla) Pla), Aa) =ul@) di), 
wo 2(x) der größte gemeinsame Teiler von f(x) und g(z) in K sein 
soll, und £,(z) der von /,(x) und g,(x). Dann gilt die Gleichung 
Fe) -ta)t (a) IP) —- ya r@) Fi AH MAMI); 
demnach ist der Faktor von : gleich Null, d. h. 


y(a)vı(a) = — Pıla)v(a); 
und da p(x) und Y(z) ebenso wie p,(x) und »,(z) keine gemein- 
samen Teiler haben, so ist 
9) = tra), H)=Frl). 
Es wird folglich 
as | # F(«) = ta), (@)[p@@) + ir @)]Lple) — ir@)] 
| = 4, (a)[ple) + irl@)] - Ifl@) - 9a); 
und das beweist die Richtigkeit der Behauptung. 
Insbesondere folgt für (a)=1, dßo=f, y=g ist und 
[+7 - 40-1) + od. We) - ai 
4 (a) f@)’+ 9@)7. 

IH. Haben die Funktionen f(x) und g(x) des vorigen 
Satzes keinen gemeinsamen Teiler, dann ist zugleich mit 
(fa) +ig@)) auch das Produkt 

[F(@) + ig@)] Tre) + ig@)] = Fo)’ + ga)? 
ein Teiler von F'(x). — Ist in diesem Falle [f(x) + ög(z)]“ ein 
Teiler von F(x), so ist es auch die Potenz 
Fa)’ + g@. 
Denn zunächst hat F' wegen der Teilbarkeit durch [+ ig] nach (13a) 
auch den Faktor [f?+ g?]; also ist der Quotient 

F(«) 
fa)? + gm? 
eine ganze, durch [f+ ?g]|“-! teilbare Funktion. Für sie gilt, wenn 
u>]1 ist, das gleiche; also ist F\(z) durch [f(x)’+ g9(x)?] teilbar, 
ferner F'(x) durch [f (x)? + g9(x)?]%, usf. 


$ 55. Wir sind jetzt imstande, eine (oben $ 46) noch offen 
gelassene Frage zu beantworten. F(z) und G(x) seien zwei teiler- 


(13a) 


F,(«) = 
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fremde Funktionen von x, und F von höherem Grade als G; ferner 


sei F' zerlegbar 
Fa) = la) A), 


und zwar so, daß f teilerfremd zu f, ist. Dann haben wir gesehen, 
($ 46), daß eine Zerfällung 

Ga) _K@) , K@ 
En Fe) Te) 
besteht, bei der die Zähler auf der rechten Seite von geringerem 
Grade sind als die entsprechenden Nenner. Gesetzt nun, es gäbe eine 
zweite derartige Zerfällung des Quotienten G: F, 

Ge) _L@) , L@ 

Fa) fo) Aw’ 


K(x) — L(«) R,wW-Le _ 
a 
@)K@) - La) = — Aal) — La]; 
also f(x) ein Teiler der rechten Seite der letzten Gleichung sein. Da 
f(x) teilerfremd zu /,(x) ist, so müßte KX(x) — L(x) ein Multiplum 
von f werden; diese Differenz ıst von geringerem Grade als f. So- 
nach muß der Faktor von f verschwinden, also 


K(x)=L(x) und ebenso K,(@)=L,(«) 
sein, d. h. die Zerlegung (14) in Partialbrüche ist nur auf eine Art 
möglich. 

Falls einer der Nenner f(x), f(x) in teilerfremde Faktoren zer- 
spalten werden kann, lassen sich auf den zugehörigen Bruch die glei- 
chen Schlüsse anwenden, und so folgt die Eindeutigkeit der Zer- 
legung (14). 

Es bleibt noch die Eindeutigkeit der Zerlegung 

’ ZZ ZZ (x) 
9 g 9 9 9 
ES LT pr Eye Dreh Prog 
f® ge PR ve RT dr 
oder, was auf dasselbe hinausläuft, die von 
g=g+g.- + P+ A + gm. fr! 


zu beweisen übrig. Hierin haben 9’, 9”, 9”, ... Grade, die geringer 
sind als der von f; und g hat einen Grad, der geringer ist als der 
von f*. Ist noch eine zweite solche Darstellung möglich, etwa 


g 2 v4 y. f+ y. r+ ER +4y9. Ba 
so erhält man die Identität 


y e g [* fig” -— y”) a (g” ver vr + Mu ], 
5* 











so würde 
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aus der man entnimmt, daß y’— g’ durch f teilbar ist. Da f von 
höherem Grade ist als jene Differenz, so muß y =, und da f von 
Null verschieden ist, auch 


(g" — y") + (g” Br vr + ee 0 
sein. Hieraus folgt ebenso p”=g” usw., und der gewünschte Beweis 
ist geliefert. 


$ 56. Enthält die ganze Funktion f(x) die «a, aber keine höhere 
Potenz der irreduktiblen Funktion P(x) als Faktor, so ist 


fta) = Pia) Q@), 
worin P und @ teilerfremd zueinander sind. Nach $ 33 wird die 
erste Ableitung von f(x) 
fa) = Pla)" "Te Pa) aa) + Po)Y@)). 

Die eckige Klammer ist nicht mehr durch P teilbar; denn sonst 
müßte P'-Q es sein; das ist aber unmöglich, da P, @ teilerfremd 
sind, und P auch die Funktion P’, die von niederem Grade ist als 
P, nicht teilen kann. Folglich ist f(x) durch die (« — 1), aber durch 
keine höhere Potenz von P teilbar. Die Schlüsse gelten auch für 
«= 1; dann ist f’(z) nicht mehr durch P teilbar; für «—=0 gelten 
die Schlüsse nicht mehr. 

Der hergeleitete Satz läßt sich in folgender Form umkehren: 
Haben f und f’ einen gemeinsamen irreduktibeln Faktor P, und teilt 
genau die (e— 1) Potenz von P die Ableitung f', so ist genau die 
a Potenz von P ein Teiler von f£ Denn ist P? die höchste Po- 
tenz von P, die f teilt, so PP-1 die höchste, die f” teilt; und nach der 
Voraussetzung ist es die (e— 1). Alsoß—-l=«-—-1,dh. ß=a. 

Aus den angestellten Betrachtungen ergibt sich: I. Sind P,Q,R, 
...,8 die verschiedenen irreduktiblen Faktoren von f, und 
gilt die Zerlegung 


fl) = Pa Q@R@- Sa), 
f(@) = Pay"?! Sat T(e), 
wor Tszu BORN. DSstellertremdein. 


II. Sind P,Q@, R,..., 5 die verschiedenen gemeinsamen 
irreduktiblen Faktoren von f und f’, und ist 


OO A DOT. 
fa) = Pia) aa) 8). Ulm), 
wo U teilerfremd zu [P(«x)- Q(z) --- S(&)] wird. 


so Ist 


so wird 
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Ill. Der größte gemeinsame Teiler von 


Be .: f(&) = P(a)* Ola) R(a)7 - -- Sa) 
und f'(z) ist 
SAALE ui CA aaa > A ur 


und es wird 


FD = Pix) Qla) Ra): -- Sa). 
fd-(@- 2" @- 2): (2, 


WO %, 29, ..., 2%, untereinander verschieden sein sollen, dann 
ist der größte gemeinsame Teiler der Funktion f und ihrer 
Ableitung f’ gleich 


im (2a) ke 
so daß der Quotient 


flo) 
0, 


nur einfache lineare Faktoren besitzt. 


IV. Ist 


u) — 8) (8 ,) 


Viertes Kapitel. 


Gleichungen. 


$ 57. Unter einer Gleichung verstehen wir die Gleichsetzung 
zweier mathematischen Ausdrücke. Bei willkürlicher Gleichsetzung kann 
man dabei natürlich auf Unrichtigkeiten stoßen, 


2.3=7T oder a+tl=a-—]1l. 


Trifft man im Laufe einer Untersuchung auf solche widerspruchsvolle 
Gleichung, so ist das ein Zeichen dafür, daß man entweder von fal- 
schen Voraussetzungen ausgegangen war oder falsche Schlüsse ge- 
macht hat. 

Das folgende Beispiel möge diese Verhältnisse erläutern. Es ist 


1 11T Del 1 
1>5, rear 





also die Summe der linken Seiten größer als die der rechten, daher 
der Ausdruck 


P-(iHirirhr)-(Gririrdr) 


eine wesentlich positive Größe. Wenn man andererseits p dadurch 
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umformt, daß man die zweite runde Klammer additiv und subtraktiv 
auf der rechten Seite hinzufügt, so kommt man auf die Form 


Bla EEE SE SE EEE DE ee 2er) 


und wenn man dann den Faktor 2 von der zweiten Klammer in deren 
einzelne Summanden multipliziert, so ergibt sich 


1 1 1 1 1 
P-ll+S +3 +7 ++, +) 





en 

Also müßte p zugleich Null und größer als Null sein. Dieser Wider- 

spruch lehrt, daß auf Summen von unendlich vielen Summanden die 

gewöhnlichen Rechnungsoperationen nicht so ohne weiteres angewendet 
werden dürfen. 

In ähnlicher Art können auch bei Systemen von mehreren Glei- 

chungen Widersprüche auftreten. So z. B. ist das System zweier 


Gleichungen 
a+b=1, ®+2a+Vt=4 


ein unverträgliches, wie die Quadrierung der ersten Gleichung zeigt. 


$ 58. Identische Gleichungen sind solche, deren beide Seiten 
identisch einander gleich, oder auch verschiedene Formen derselben 
Größe sind. Kommen in ihnen unbestimmte Größen vor, so müssen 
beide Seiten dieselben Werte ergeben, welche Zahlenwerte jenen un- 
bestimmten Größen auch beigelegt werden. Solche sind z. B. 


3=35; 1+1=2 ab+ü)=ab+tacs (+y”=xn?+22y + 


Wenn eine nicht identische Gleichung eine oder mehrere Unbestimmte 
enthält, dann wird für willkürliche Werte derselben im allgemeinen 
die Gleichung nicht erfüllt sein, d. h. die Werte der beiden Seiten 
werden verschieden ausfallen. Nun kann man die Forderung auf- 
stellen, alle Unbestimmten der Gleichung so zu bestimmen, daß die 
Gleichung befriedigt wird, d.h. daß die Werte der beiden Seiten über- 
einstimmen. So ist die Gleichung mit der Unbestimmten & 


@—=-5dr—6 


nicht identisch; denn sie wird z. B. durch den Wert z= 0 nicht be- 
friedigt; sie enthält, wie wir annehmen, die Forderung, alle Zahlen 
anzugeben, deren Quadrat um 6 geringer ist als das Fünffache der 
Zahl. Die Forderung wird durch <= 2 undx«—=3 befriedigt und nur 
durch diese beiden Werte. — Bei dem Systeme 


xs+y=5; x-.y=6 
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wird nach zwei Zahlen gefragt, deren Summe 5 und deren Produkt 
6 ist. Diese Forderung erfüllen die beiden Systeme 


22a = a0 und 2 ay—2: 


Solche Gleichungen nennen wir Bestimmungsgleichungen; 
die Unbestimmten, deren Werte gesucht werden, heißen Unbekannte 
und diese Werte selbst die Wurzeln der Gleichung oder des Glei- 
chungssystems. Die Bezeichnung „Wurzel“ ist eine Erweiterung der 
ursprünglich für die Lösung der binomischen Gleichungen z”= a 
benutzten: ©— Ya. Eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0 wollen wir 
auch als Wurzelpunkt der Funktion f(x) bezeichnen, in Anlehnung 
an die geometrische Veranschaulichung. 


$ 59. Eine Gleichung kann dadurch auf eine veränderte Form 
gebracht werden, ohne daß ihr Inhalt dabei beeinflußt würde, daß 
man auf beiden Seiten dieselben Größen addiert oder subtrahiert, mit 
derselben, von Null verschiedenen Konstanten multipliziert oder divi- 
diert. Durch Multiplikation oder Division mit einer Funktion der 
Unbekannten, durch Potenzieren oder Radizieren beider Gleichungs- 
seiten mit dem gleichen Exponenten kann dagegen der Inhalt der 
Gleichung geändert werden. So fordert 


© —-5x2+6=0 


von der Unbekannten x nicht das gleiche wie die Gleichungen 





(e+1)(@@®—5x2+6)=0 oder wie 


so hat ferner die Gleichung 
x—2=5 die eine Wurzel =[|, 
dagegen hat 
(x — 2)?= 5°? die beiden Wurzeln z=7 und = —3. 


Man kann jede Gleichung mit beliebig vielen Variablen oder Un- 


bekannten 
p(z, Y,2R,°® ) Ze U(z, Y,Ry°* .) 


durch beiderseitige Subtraktion von Y auf die Gestalt 
(1) f&,y,2,...)—0 
bringen; man sagt, die Gleichung sei auf Null reduziert. 


$ 60. Eine solche auf Null reduzierte Gleichung (1) heißt al- 
gebraisch oder transzendent, je nachdem f eine algebraische oder 
eine transzendente Funktion der in ihr vorkommenden Unbekannten 
ist. Dabei ist zu bemerken, daß (1) transzendent wird, wenn f eine 








12 Viertes Kapitel. Gleichungen 











transzendente Funktion auch nur von einer einzigen eingehenden Un- 
bekannten x, oder y, oder 2, ... ist. So sind 


a—a=$, P—yY=0, zsny—1l=0 


auf Null reduzierte transzendente Gleichungen. 

Die einfachste Gestalt einer auf Null reduzierten algebraischen 
Gleichung ist die, daß eine ganze Funktion in ihrer Normalform gleich 
Null gesetzt wird; die allgemeinste die, daß man eine Radikalfunktion 
gleich Null setzt. Man kann aber durch passende Umformung stets 
die zweite Form in die erste überführen. Das wollen wir für den 
Fall einer Unbekannten zeigen. Der allgemeine Fall wird ganz ebenso 
behandelt. 

Bei der Bildung einer jeden Radikalfunktion geht man von einer 
rationalen Funktion der Unbekannten x aus. Das Gebiet des Ratio- 
nalen verläßt man durch ein erstmaliges Radizieren. Die dadurch er- 
langte Wurzel, etwa die n,'* aus x heiße x,. Nun bildet man weiter 
eine rationale Funktion aus x und x,, die also zu dem Körper K(«, &,) 
gehört. Das so festgelegte Gebiet wird durch eine zweite Radizie- 
rung erweitert; die dadurch eingeführte neue Wurzel sei 


u} ET TE 
= Vp; (282), 


wobei die Funktion @, nicht notwendig beide Größen x und x, ex- 
plizit enthält. Weiter bildet man eine rationale Funktion von &, &,, &,, 
usf., bis man zu einer rationalen Funktion von &, 2, ,%, %5,...,%, Kommt: 





2) ( . er A 
ar ist ee en btbmtbait? 
apel 18 

(8) ze p,-1(%, U, %._1) 


eine rationale Funktion der Argumente &, &,,%,...,%,_,. Mit Hilfe 
von (3) kann man Zähler und Nenner von p, auf den Grad nr — 1) 
ın T, reduzieren, indem 


OL ee n+1_ a n+2 __ 2 
27 en) Lo gr Lo To ER 


gesetzt wird. Wir suchen jetzt zwei Funktionen A und B so zu be- 
stimmen, daß das Produkt aus A in den Zähler von p,, und das aus 
B in den Nenner des p, von dem Radikal x, frei werden. Statt die 
Gleichung 9,= 0, als Gleichung für « aufgefaßt, zu lösen, behandeln 
wir die von x, freie Form 
A-9o 
B 





zo 


deren Wurzeln ja auch die von p,— 0 einschließen. 
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Es reicht aus, dies für A und für »a=5 durchzuführen. Wir setzen 





a, %, % 
4 G 0 2 I 
A=% % 4 u) 490-1 
uam 200 Po -ı %Po-1 
DEEP Er a Por 


mit leicht erkennbarem Bildungsgesetz, und zeigen, daß das Produkt 
(4) [at Rt URL + MR, + an, |: A 

von %, frei dargestellt werden kann. Wir führen die Multiplikation (4) 
so durch, daß jedes Element der ersten Zeile der Determinante mit 
der eckigen Klammer in (4) multipliziert wird. Nachdem dies ge- 
schehen ist, subtrahieren wir von den Elementen der neuen ersten 
Zeile die zweite mit &,* multiplizierte, die dritte mit &,° multiplizierte, 
die vierte mit x,° multiplizierte und die fünfte mit x," multiplizierte. 
Dadurch entsteht 








a EEE EPN BPoirsr Pam | 

a 0 Ag ae I 
+2 + +aR,)d=|a © a, I) 4Po-1| > 

Gy a, HPA, Fa Polı 

a HPA a PP 1 


also ein von &, freier Ausdruck, der durch Umstellung der Zeilen auf 
die durchsichtige Form 





Gy HPo-1ı SP -ı WPo-ı APo-ı 
MI EP Pe 
ds a u Po 14a Po-ı 
43 0 4 Go 4Po-1 
ee dg 4, 4 


gebracht werden kann. 
Hat man in ähnlicher Weise B bestimmt, so setzt man an Stelle 
der Gleichung 9,= 0 nun die erweiterte 
A 
Tas 
in der ©, nicht mehr vorkommt. Aus ihr kann in derselben Weise 
%,_, entfernt werden, usf., bis man auf eine rationale Funktion von 
x geführt wird, deren Zähler dann gleich Null werden muß. Die „Ra- 
dikalgleichungen“ bieten demnach nichts wesentlich Neues gegenüber 
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den algebraischen Gleichungen, in denen eine ganze Funktion der Un- 
bekannten gleich Null gesetzt wird. 
Als Beispiel nehmen wir die Radikalgleichung 


Ve+Yye—-6-0. 


Man erhält in diesem Falle 


= Ve; rennt 


1“ x a 
1-6 x =@°+ 29x — 216 = (ce — 8)(c + 27), 
DEREN, 





so dß x=8 und <= — 27 die Wurzeln der vorgelegten Radikal- 
gleichung sind, oder vielmehr, daß ihre Wurzeln sich unter den Wer- 
ten 8 und — 27 finden müssen. 


$ 61. Hiernach bietet die Klassifizierung der ganzen Funktionen 


IC EN, 


ein naturgemäßes Einteilungsprinzip für die algebraischen Gleichungen 


gl, a 2 C) zu; 

und wir unterscheiden diese Gleichungen zuerst nach der Anzahl der 
in ihnen vorkommenden Unbekannten. Demnach sind die einfachsten 
Gleichungen die mit einer Unbekannten. Diese lassen sich wieder 
nach dem Grade einteilen, in welchem die Unbekannte ihrer höchsten 
Potenz nach in die Normalform der gleich Null gesetzten ganzen 
Funktion eingeht. So sind 
„tra =0, war +,?=0, va tar +? +a,—=0, 
die allgemeinsten Formen der Gleichungen ersten, zweiten, dritten, ... 
Grades unter der Annahme, daß der Koeffizient der jedesmal auftre- 
tenden höchsten Potenz der Unbekannten von Null verschieden ist. 
Die Funktionen auf den linken Seiten nennen wir die Gleichungs- 
polynome. 

Bei den Gleichungen mit mehreren Unbekannten liegen die Ver- 
hältnisse nicht so einfach, da bei ihnen die einzelnen Unbekannten 
in verschiedenen Graden eingehen können, wie z. B. ın 


ac+ba?r+cay=0. 
Hier zeigt es sich als geboten, die nach sämtlichen Unbekannten ge- 
nommene Dimensionenzahl als Einteilungsprinzip zu benutzen. 


$ 62. Wir haben oben ($ 42) schon gesehen, daß, wenn x, eine 
Wurzel der nicht identisch erfüllten algebraischen Gleichung f(x) =0 
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ist, dann das Gleichungspolynom f(«) den Faktor (e—x,) hat; wir 
nennen (c—x,) einen Wurzelfaktor von f(z). Es ist nun 
fo) or Ham TH gm +. --+0,_120 +6, 

a CE O1 CE he a Aa ae LE) 

= (va) @). 
Besitzt f(x) = 0 eine zweite, von x, verschiedene Wurzel x,, so folgt 
(%—2,)f(%) = 0, und da der erste Faktor der linken Seite von O 
verschieden ist, /f,(2)=0, d. h. 2, ist eine Wurzel von /,(x)=0. 
Demnach ist 

h@)=@-2)a ta ar + +_3) 
= a %)f,(®) 


fa) = @-m)a—m)7(@). 


Hat f(x) = 0 eine weitere, von x, und x, verschiedene Wurzel x,, so 
ergibt sich ebenso 


f(2) = (a - 2) @-%)(2 2%) 7,8), 


wo das höchste Glied von /,(x) gleich c,x”-? ist. So geht man weiter 
bis zu 


(5) f2) = oa —- u) - 3) 8%)... &-,_) a -%). 


Hieraus folgt, daß eine algebraische Gleichung n® Grades nur 
dann mehr als n untereinander verschiedene Wurzeln haben 
kann, wenn sie identisch befriedigt ist. Denn hätte die Glei- 
chung f(x) = 0 noch eine neue, von den n bisherigen &,, %, .. ., & 
‚verschiedene Wurzel x,, dann folgte 


fx) = oo) %) Ha) 0; 


da nun alle Differenzen 2,— %, - - ., &— 2%, von Null verschieden sind, 
so muß =, also f(x) = sein. 


und daher 


n 


$ 63. Wir sahen soeben, daß, wenn die Gleichung 
fo) = aa + gt gar t +0 
die Wurzel x=x, hat, dann das Gleichungspolynom in die Form ge- 
bracht werden kann 
Hat auch /,(x2)=0 dieselbe Wurzel «—=x,, dann ist in ähnlicher Weise 
hl) = (2-2) 9x(@); also Fa) = @- m)" p@). 
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Ist x, auch eine Wurzel von g,(x) = 0, dann folgt ebenso 
fa) = (@— 2)" Ps(@) 
fo) = (@- u)" Pu) 


kommt, wo die Gleichung p,(x) = 0 nicht weiter x, als Wurzel hat. 
Wir nennen dann x, eine «-fache Wurzel oder eine Wurzel von 
der Multiplizität «. 

Aus dem Umstande, daB p, vom Grade (na—«) ist, kann man 
den Schluß ziehen: Die Summe der Multiplizitäten der ver- 
schiedenen Wurzeln einer Gleichung kann den Grad der 
Gleichung nur überschreiten, wenn das Gleichungspolynom 
identisch verschwindet. 

Der Fundamentalsatz der Algebra, den wir erst später ableiten 
werden, sagt aus, daß die Summe der Multiplizitäten der verschiedenen- 
Wurzeln stets gleich dem Grade der Gleichung ist, oder daß jede 
Gleichung n!® Grades n Wurzeln besitzt, wenn man jede Wurzel so 
oft zählt, wie ihre Multiplizität es angibt. 


& 64. Über die Koeffizienten c,, &; €, - -., c, des Polynoms f(x) 
haben wir keinerlei Voraussetzungen gemacht; sie können also komplex 
sein. Gegenüber der Annahme reeller Koeffizienten bedeutet dies je- 
doch keine Verallgemeinerung. Denn ist etwa die Gleichung 
6) trete +, +b)=AH+Bi=0 
vorgelegt, in der die a,, b,, A, b reelle Größen bedeuten, so multi- 
pliziere man sie mit 
D (bier + (bett. +) = A—Bi. 

Das Produkt beider Polynome 

4?+ D= ("+0,74 +0) + (ba +b,armit...+b,)? 
hat nur reelle Koeffizienten, und die Gleichung (2.n)!® Grades in & 
(8) A’+ Bb’=0 


besitzt unter ihren Wurzeln alle Wurzeln von (6). 

Weiß man also z. B., daß (8) 2n Wurzeln besitzt, so folgt, da 
weder (6) noch (7) mehr als n haben kann, daß (6) auch wirklich 
n Wurzeln besitzt. 


$ 65. Hat die Gleichung f(x)=0 mit reellen Koeffizienten 
die Größe (p+ge) als «-fache Wurzel, dann hat sie auch 
(p—gqi) als «-fache Wurzel. Denn nach $ 56 ist 


f(&) = (ep — Qi)" p,(2) 


usf., bis man auf 
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und nach $ 54 ist dann f(x) auch durch (ce —p+ gi)“ teilbar. Hieraus 
ist zu entnehmen, daß jede Gleichung mit reellen Koeffizienten ent- 
weder keine oder eine gerade Anzahl komplexer Wurzeln hat. Jede 
Gleichung ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten hat dagegen eine 
ungerade Anzahl reeller Wurzeln, also mindestens eine. 


$ 66. Von dem Satze $ 62 wollen wir eine Anwendung machen. 

Es seien zwei ganze Funktionen P(x), Q(x) gegeben, m sei der höhere 
Grad der beiden Funktionen. Wenn dann der Quotient P(x):Q(x) 
für (m-+1) Werte der Unbestimmten x den gleichen Zahlenwert, etwa c 
annimmt, wo c#0 sei, 

RL $ 

oc u A 
dann hat die Gleichung 

P(x) — cQ(«) = 0 

vom Grade m mehr als m Wurzeln, ist also identisch erfüllt, d. h. 
wenn wir 


PER, Im) 


Ya) Ebbe" + ba" it + b, 
setzen, dann wird 
a) bc beat"? ib, c, 
und der Bruch 


wird identisch befriedigt. 


$ 67. Ist eine Gleichung mit m Unbekannten vorgelegt 
(9) 98,9, 2,..,u)=0, 
so kann man (m — 1) von ihnen feste, willkürliche Werte geben, z. B. 
ER LT ER Ne 


und dann nach der Eintragung dieser Werte in (9) 


IK; Yos 20 +++, U) = 0 


als Gleichung mit der einen Unbekannten x auffassen. Dies wird, wenn 
diese Funktion nicht identisch verschwindet, durch eine endliche An- 
zahl von Werten befriedigt, wie der „Fundamentalsatz der Algebra“ 
zeigt. Demnach bilden die Lösungen von g= 0 eine Mannigfaltigkeit 
von (m—1) Dimensionen, und g=0 hebt diese aus der m-fachen 
Mannigfaltigkeit der m Unbestimmten x, %, 2, ...., u heraus. 
Schwieriger sind die Verhältnisse zu übersehen, wenn m Glei- 
chungen mit » Unbekannten vorliegen. Man könnte dann so verfahren, 
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daß man eine der Unbekannten, etwa x, aus jedem Paare der vorge- 
legten Gleichungen 

(9a) 9.8, YıRy... u) = 0 (u=1,2,3,...,m) 
durch geschickte Kombination entfernt, eliminiert. Wir werden später 
eine Methode angeben, die diese Kombination durchführt und das 
Eliminationsresultat liefert. Das angegebene Verfahren ruft eine 
Reihe von Gleichungen hervor, die aus (9a) folgen und dabei frei von & 
sind, etwa 


(10a) ne‘ v=1,2,3,...,m). 


Mit diesem System verfährt man hinsichtlich einer der noch vorkom- 
menden Unbekannten, etwa y, genau so, wie zuerst mit dem Sy- 
steme der g, = 0; man kommt so auf die Gleichungen 


kı(2,...,u) = 0 (ve12 aan 


usf., bis das Verfahren von selbst ein Ende nimmt. Dabei kann es 
vorkommen, daß bei der Elimination einer Unbekannten mit dieser 
zugleich alle noch vorhandenen anderen Unbekannten wegfallen. Wird 
das Resultat dann nicht identisch gleich Null, so ist dies ein Zeichen 
dafür, daß das vorgelegte Gleichungssystem keine Lösungen hat, wie z.B. 


+yz=a, (+yz)?+ (®+yz)=b (a +a=+b). 


Enthält das Resultat, wie hier, unbestimmte Größen, ohne iden- 
tisch befriedigt zu sein, so liefert es eine notwendige Bedingung für 
die Existenz von Wurzeln des Gleichungssystems; im obigen Beispiele 
tritt als Bedingung für die Lösbarkeit auf: 


+a=b. 


Der Abschluß unseres Eliminationsalgorithmus wird also dann 
eintreten, wenn bei der Elimination einer jeden der noch vorhandenen 
Unbekannten aus je zwei der vorhandenen Gleichungen alle Unbekannte 
gleichzeitig verschwinden. Der Abschluß wird ferner dann eintreten, 
wenn nur eine einzige Gleichung übrig bleibt, aus der dann natürlich 
nicht weiter eliminiert werden kann. Diese eine Gleichung kann 
mehrere Unbekannte enthalten; tritt dies ein, dann stoßen wir auf 
den im Anfange dieses Paragraphen besprochenen Fall. Mit der Lösung 
dieser Schlußgleichung gehen wir in das vorletzte Eliminationssystem 
von Gleichungen ein und bestimmen in ihm die Wurzelwerte für die 
vorhandenen Unbekannten, und fahren so fort, bis wir zu dem 
System zurückgelangt sind, von dem wir ausgingen. 

Das hier skizzierte Verfahren führt stets zum Ziele. Es leidet 
jedoch an dem Übelstande, im allgemeinen die Lösungen von (9a) nicht 
ausschließlich zu liefern, sondern neben ihnen eine Anzahl von fremden. 
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Dies erklärt sich daraus, daß zwar jedes der Systeme (9a), (10a), .... 
eine Folge des vorhergehenden ist, aber nicht umgekehrt das frühere 
eine Folge des späteren. Es wird gezeigt werden, daß und wie dieser 
Ubelstand vermieden werden kann. 
Es folge ein Beispiel: 
HA=R—-3s+y+2:+2=(, 
zer +azty—1=0, 
g=Rr— a +y—-2—2=0. 
Die Elimination von y erfolgt durch 
h,=%-,:=e@+l)e+l)=0, 
=, —- 1 =2#—-2—2)=0, 
h=-:=-(«-1)e@+3)=0; 
weiter die von 2 durch 
1 / 
ze DA, —-h,=le+l)a—1)=0, 
(+12), + —- Dh, =—-2& +) —1)=0, 
1 
h,h+tz@+l),=a4+l)e@-1)=0. 
Also kann x nur =+1 oder =— 1 sein. Man findet als Wurzeln 


des Systems der drei y die Systeme | 
= tl,y=-+1,23=-1 ud „=-1,9=-3,,=—23. 


Fünftes Kapitel. 


Lineare Gleichungen. 


$ 68. Die Normalform einer Gleichung ersten Grades oder einer 
linearen Gleichung für die Unbekannten x ist 


(1) a +b=0; 

sie auflösen heißt, die Werte von & bestimmen, die die lineare Funk- 
tion (ax -+b) zu Null machen. Dabei ist «+0 vorauszusetzen; denn 
für a= (0 geht ja die Unbekannte x gar nicht in die Gleichung ein, 
und (1) hat für a=b= 0 unendlich viele Wurzeln, nämlich alle end- 
lichen Werte; füra=0, b=-0 dagegen keine Für «= 0 ergibt sich 
als einzige Lösung von (1) 
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Die allgemeine Form der linearen Gleichung kann sehr verschieden 
sein. Wir geben einige Beispiele. 
32% — 5 be—1 se— 17 
1 a er a Be 
Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung mit 2(2—2)(«—3)(x—6), 
so kommt man auf die Normalform 








162 — 34 = 0 
und auf deren Lösung 
PN 


II. Vorgelegt sei die Gleichung 
T+ Ve —-lilao+4=x. 
Man subtrahiert auf beiden Seiten 7 und quadriert; dann entsteht die 
Normalform 
32 — 45-0 


und deren Lösung 
=]. 


III. Um die gleichfalls in nichtrationaler Form auftretende Glei- 


chung ” Y 
Ve + —-Ve=b 


zu lösen, addiert man auf beiden Seiten Yx und quadriert; man er- 
hält dabei 


c+a—=x+2bYx + b°; 
daraus folgt durch Umsetzen 
2dyYx = a — 8, 
und die Normalform dieser wird 
40? —- ( —-V’—0. 


$ 69. Wir wollen auch weitergehende Anwendungen machen und 
wählen zunächst die Darlegung der sogenannten „regula falsı“, die 
zur näherungsweisen Bestimmung der Wurzeln numerischer Glei- 
chungen dient. 

Vorgelegt ist eine ganze,-also stetige Funktion y= f(x). Der 
Wert 2=& möge f(x) zu Null machen, f(£)=0, d.h. & möge eine 
Wurzel der Gleichung f(x) = 0 sein. Dabei soll für wachsende x die 
Funktion f(z) bei «= 8 durch Null gehen, etwa vom Negativen zum 
Positiven. Die geometrische Abbildung B,B,B, von y=f(x) ver- 
anschaulicht diese Voraussetzungen. Wir nehmen ferner einen Wert 
x, <5& und einen zweiten x >& so nahe bei &, daß zwischen &, 
und 2, keine weitere Wurzel von f(x)=0 als & liegt. In der Figur 


Regula falsi 8l 











sind OA, und OA, die Bilder von x, und @,, während OQ das Abbild 
von & ist. Dann kann die Sehne 5, B, als Näherung für die Kurve B,B, 
gelten und der Schnitt der X-Achse mit der Sehne als Näherungs- 
wert für den Punkt ©. 
Nennen wir den Schnitt 
A, und setzen OA, =%;, 
so ist x, ein Näherungs- 
wert von &, der zwischen 
‚x, und x, liegt, also ge- 
nauer ist als der eine von 
diesen beiden. x, liegt ent- 
weder zwischen A, und A, 
oder zwischen A, und A,; 
je nachdem das erste oder 
das zweite eintritt, kann 
man dieselben Schlüsse 
für x, und x, oder für 
%; und x, wiederholen, die soeben für x, und x, gemacht worden 
sind. Die Entscheidung über das Eintreten des einen oder des 
anderen Falles wird durch das Signum von , = f(z,) geliefert; ist 
sgn (y,:Y%) = +1, dann liegt & zwischen x, und x,; ist dagegen 
sgn (Y,Y) = — 1, dann liegt & zwischen x, und z,. In unserer Figur 
tritt der zweite Fall ein. 


Die analytische Geometrie leitet für die Sehne B,B, die Gleichung 





Bı=(z; | y,) 


GES TC 
Y —Yı %—% 








her; für A, ist y„=0 und z=z,, also wandelt sich diese Gleichung 
um in 
ey Er. Gm, 
Yyı B—a' 





und daraus folgt als Lösung der linearen Gleichung für x, 


Beispielsweise betrachten wir 
y-=fıa=-+ı—-1=-0 
und nehmen als Näherungswerte, zwischen denen eine Wurzel & liegt, 


Bi = p) Xg m 1” 
Dann wird 


Netto: Algebra 6 
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daraus folgt 


2 = ZA 05; Ya, + 2 —1=— 0375; 
Y Y, 
und weiter 


y- Ar Tan _ 0656; y-a!t+ u —-1=— 0100; 





Ya — Ys 

= Tr — 0,673; + —1— — 0,022; 
Y—%Y 

1, = en — 0,680; = 24, — 1= — 0,005; 
2 5 

= AT _ 0,698, = + m —1— + 0,038; 
Y —% 

X, — = = T Se — 0,6821, y— %°+ 2 — 1—= — 0,0005; 


Die Wurzel £ a also ae 0,698 und 0,6821, so daß bei der 


Annahme des Mittelwertes = (X — 1) 


FE 0,698 — 0,6821 


ee eil),09005 


der Fehler 


= 


0,698 + 0,6821 
nn a a DL 


ist. 
$ 70. Eine andere, nach Newton benannte Methode!) der nume- 


rischen Annäherung an eine Wurzel von f(x)=(0 knüpft an die 
Formel (7), $ 32, an 


KEDELORZTIOET LEE ee 


Gesetzt man hätte für % einen Wert <1 angenommen, so würden 
die Potenzen h?, h?, h*, ... mit wachsendem Exponenten kleiner und 
kleiner werden; ja, wenn der Wert von h schon sehr klein ist, dürfen 
nicht nur jene Potenzen, sondern es darf auch die Summe 


ee 








ee Ne 
bei ee vernachlässigt werden. Dadurch geht die 
obige Gleichung in die für h lineare 


f(&e+h)=f(a) + hf'(&) 


1) Newton, Brief an Oldenburg vom 13. Juni 1676; ferner dargelegt 
in der „Analysis per aequationes numero terminorum infinitas‘“ und im „Metho- 
dus fluxionum“. Übrigens hatte schon Vieta eine ganz ähnliche Methode an- 
gegeben. 
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über. Gesetzt nun, x, wäre ein Näherungswert für die genaue Wurzel & 
der Gleichung f(x) = 0, und zwar gelte 


lc h, ’ 
f&)=-0- fa) + hf) 


und durch Auflösung dieser in h, linearen Gleichung 
_ fa). 
f(&) 
Dieser Wert von h, wird zwar (x, + h,) nicht genau zu & machen, bei 


den erfüllten Voraussetzungen für die Annäherung immerhin aber in 
dem Werte 


so folgt 


h,= 





Xg = I 4 h, 

einen, gegenüber x, genaueren Näherungswert liefern. Wir haben so- 
mit einen zweiten Näherungswert 
2. Ka): 
ke) 
und mit ihm läßt sich die gleiche Operation wiederholen. 

Wir wenden diese Methode gleichfalls auf das Beispiel des vo- 
rigen Paragraphen 





n=% 


y-=f@)=?+r—-1=0 
an. Dabei wird die Ableitung zu 
f@)=3r.+1. 
Wir nehmen «,= 1; daraus erhält man der Reihe nach 


W-+1, fV=4; y-1- 2-05; 
f(0,75) = 0,1719, (0,75) = 2,6875; x, — 0,75 — 0,064 — 0,686; 
f (0,686) — 0,0088, f’(0,686) = 2,4118, x, = 0,686 — 0,0036488 
— 0,6823512; 


$ 71. Dem Mangel dieser Methode, daß keine Genauigkeitsbestim- 
mung für die berechneten Näherungswerte &,, &, %3, X, - - - geliefert 
wird, wie sie die Regula falsi gab, kann man abhelfen. Wir wollen 
aber hier nicht näher auf diese Frage eingehen, da ihre Beantwortung 
uns zu weit von unserem Wege abführen würde. Dagegen wollen 
wir noch erwähnen, daß weder bei der Regula falsi noch bei der New- 
tonschen Näherungsmethode die Form der Gleichung eine Rolle spielte. 
Demnach sind beide Methoden auch bei transzendenten Gleichungen 

verwendbar. 
6* 
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Wir behandeln als Beispiel die transzendente Gleichung 
y=-=t+snae—1l=0 


zuerst nach der Regula falsı. 
Nehmen wir ,=0, 2©,=]1, so ergibt sich 


y=— 1, % = sin 57° 1749” = 0,83952 


und hieraus 





ER au ER Si: 
ee TE 


Y = 0,94367 + sin 36° 8°— 1 = 0,06150. 
Eine Wurzel liegt zwischen x, und &,. Es wird für sie 


&Ys —&sYı __ 054363 
Y—Y 106150 0,51215, 


y,= 0,51215 + sin 29° 20° 40” — 1 = 0,00205. 





ı4= 


Eine Wurzel liegt zwischen x, und x,. Es wird für sie 


2 Yy—uYı _ 951215 
Y—Yı 100205 az 


y,— 0,51112 + sin 29° 1776” — 1 = 0,00027. 








I, = 


Wir wenden nun die Newtonsche Methode auf dieselbe Gleichung 
an. Dabei ist 








y=1+-+ cost, 
08; Ri Y, A 
Karla 1+cosz, 


Nehmen wir z,=1, dann wird y, = 0,83952 und 

X, = 0,45491, 

y=1+ c0826°4’—= — 0,10567. 
Geht man von diesem x, weiter, so folgt 


0,10567 
2 — ABI + Dogg — 051087, 


y=1-+ 00829 15° 14’ = — 0,00075 





USW. 


$ 72. Wir gehen jetzt zur Lösung eines Systems linearer Glei- 
chungen mit mehreren Unbekannten über und besprechen dabei zu- 
nächst zwei formal verschiedene, in Wirklichkeit aber übereinstimmende 
Methoden der Lösung solcher Gleichungen. 

Sind mehrere Gleichungen mit unbestimmten Koeffizienten a, b, c, 
.y dh; Gy, di, &y--.,M15... und den zu bestimmenden Unbekannten 
x, Y, 2%, b,... gegeben, so daß 
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ac+by +c2 +di +:.--=h, 
(2) ac +by+taz+dti+.. =h, 
2 +by+Cc2+dt+:  =h, 


so können wir aus jeder von ihnen die gleiche Unbekannte, z.B. x, 
bestimmen, nämlich durch 


2 —(h — by EEE: _..), 


( 


| 1 
(2a) Zn By Zee ht), 


1 
le ya hi); 


Das ist stets möglich, da a, a,, @,, ... unbestimmte Größen sind, die 
Divisionen durch diese Größen also gestattet sein müssen. 

Setzen wir die Ausdrücke, die der zweiten, dritten, vierten, ... 
Gleichung entstammen, dem aus der ersten hergeleiteten gleich, 


1 1 
en) hbyr es dr.) 


ya dt )-h-y—-c-d-..)) 


so entstehen Gleichungen, die auf die Gestalt 
(ab, — a,b)y+ (ac — a,c)2+(ad—a,d)t+:--=ah,— ah, 
(3) 1(ab,—a,b)y+ (a— a,c)2 + (ad,— a,d)t +. --=aly—ash, 


gebracht werden können. Sie stimmen ihrer Form nach mit den Glei- 
chungen (2) überein, sind aber der Anzahl nach um eine geringer und 
besitzen auch eine Unbekannte weniger als (2). 

Mit den Gleichungen (3) können wir ebenso verfahren und kom- 
men dabei auf ein System, das zwei Gleichungen und zwei Unbe- 
kannte weniger enthält als (2). So geht man weiter. Dabei können 
drei Fälle eintreten: 

I. Die Anzahl der Gleichungen übertrifft die der Unbekannten. 
Dann stößt man bei der Weiterführung der Operationen auf Gleich- 
heiten zwischen den Koeffizienten selbst; da diese als unbestimmte 
Größen angenommen sind, so werden diese Gleichheiten im allgemei- 
nen nicht erfüllt sein, und das System (2) ist nicht lösbar. 
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II. Die Anzahl der Gleichungen ist der ihrer Unbekannten gleich. 
Dann stößt man im Laufe des angegebenen Verfahrens auf eine 
Gleichung von der Form 

M-t=N, 
in der M und N aus den Koeffizienten von (2) zusammengesetzt sind. 
Hieraus folgt für die Unbekannte 


pe 


Si= 


Geht man rückwärts, so erhält man, dem Gleichungssysteme (2a) ent- 
sprechend, eine Gleichung 


1 1 NR\ 
= g(O+RH-z(0+ Tr): 
durch die 2 bestimmt wird; usw. Man erhält somit ein Lösungs- 
system x, y, 2, t,... von (2). 

III. Die Anzahl der Gleichungen ist geringer als die der Unbe- 
kannten. Ist diese Differenz bei dem Systeme (2) gleich v, so ist sie 
auch beim Systeme (3) gleich v» usf. Man stößt daher schließlich auf 
eine Gleichung mit (v + 1) Unbekannten, etwa auf 

Mt+ Mu+Mv+---=N 


und sie liefert den Wert einer der Unbekannten durch die willkürlich 
bleibenden Werte der übrigen v Unbekannten, z. B. 


1 
a EEE UF } 


Geht man von hier aus wie in II rückwärts, so erkennt man, daß 
alle Lösungssysteme x, y, 2,...,„t noch » willkürliche Größen u,v,... 
enthalten. Man sagt dann, (2) habe v-fach unendlich viele Lösungen. 


$S 73. Die im vorigen Paragraphen besprochene Methode der 
Lösung heißt die Kombinationsmethode. Von ihr unterscheidet 
sich die Substitutionsmethode dadurch, daß der aus der ersten 
Gleichung (2) erhaltene Wert von x, nämlich 


2 —(h—by— es —di—..') 
in die übrigen Gleichungen eingesetzt (substituiert) wird: 
h—by—ca—dt—. )+by+ge+di+:.-—h, 


h-by-es—d—.  )+byt+getdtt.: =), 


Das führt sofort wieder auf die Gleichungen (3). 
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Wir haben ausdrücklich die Größen a, b, c,...,h; a, di, C&y-- „A; 
. als unbestimmte Größen angenommen, so daß unter ‘ihnen keine 
Relationen bestehen. Ist diese Annahme nicht erfüllt, so kann die 
behandelte Methode hinfällig werden; es reicht z. B. schon aus, a-= 0 
anzunehmen, um das System (2a) unmöglich zu machen. Um alle bei 
dem System (2a) auftretenden Verhältnisse zu übersehen, wollen wir 
noch eine andere Methode besprechen, die nicht durch allmähliche 
Entfernung der einzelnen Unbekannten wirkt, sondern sofort zum 
Resultate gelangt. 


$ 74. Wir gehen von zwei linearen Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten x und y aus 


(4) 
Wir multiplizieren die erste Gleichung (4) mit b,, die zweite mit (— b) 
und addieren die Resultate. Diese Operationen bezeichnen wir durch 


b,, 
—b. 


| ax +by =c, 
„c+by=4. 


az-+by =c 
a2 +by=4 





Das Resultat wird 
(ab, — ab)e = ch, — ab. 


Ferner bilden wir in ähnlicher Weise das System 
ax+by =c 
ae +by=4 


4, 





a 
und erhalten 
(ab, -ab)yy=— ca, + Ca. 


Beide Operationen können wir kürzer durch 


Br. b, 
a„a2+by=ca|—b 


4, 











(8) 
andeuten. Explizit wird dies 
(6) (ab, — ab)e=ch,—cb, (ab, -abyy=— ca, + 1a. 


Die Gleichungen (6) folgen aus den Gleichungen (5). Ist 2, y 
daher ein Lösungssystem von (5), dann befriedigt es auch (6). Also 
liefert die Lösung von (6) auch die von (5); aber es ist nicht a priori 
klar, daß nun auch umgekehrt jede Lösung von (6) gleichzeitig eine 
Lösung von (5) wird. 

Ist 
(D) ab, -— ab=#0, 


a 








88 Fünftes Kapitel. Lineare Gleichungen 


dann kann man die beiden Gleichungen (6) durch (ab, — a,b) divi- 
dieren und erhält 

cb, — cd ac, — ac 
9) "Tab—ad? IT and‘ 
Hat das System (4) Lösungen, so sind sie durch (8) gegeben. Tragen 
wir die rechten Seiten von (8) in (4) ein, so werden die vorgelegten 
Gleichungen, wie man leicht sieht, auch befriedigt. Es gibt also in 
diesem Falle eine und nur eine Lösung (8) von (4). 

Ist jedoch 

(9) ab, —adb=(0, 
so bilden wir die Kombinationen der Gleichungen (4) 


| a,(ac +by— ce) —alaxz +by—c)=ay.— ac, 
b,(ac +by— ec) —bla,z+by— c)=ba — bie. 


Kann man durch ein Wertepaar (x, y) die Gleichungen (4) befriedigen, 
so bringt dies die Klammern der beiden Gleichungen (10) zum Ver- 
schwinden. Das ist aber nur möglich, wenn auch die rechten Seiten 
Null sind. Es bestehen also bei Geltung von (9) nur dann Lösungen 
von (4), wenn auch 

(11) as—ac=0, bu —be=0 


wird. Ist (11) nicht erfüllt, wohl aber (9), dann haben die Gleichun- 
gen (4) keine Lösungen. 

Wir nehmen an, (9) und (11) seien erfüllt. Wenn dann auch nur 
eine der vier Größen a, b; a,, b, von Null verschieden ist, so können 
wir, da die beiden Gleichungen (4) untereinander und die beiden Sum- 
manden ihrer linken Seiten untereinander vertauschbar sind, eine belie- 
bige der vier Größen als von Null verschieden annehmen; wir setzen etwa 


(12) a=+0 


und folgern aus (9) , = —b und: aus (ll) = 6; dann ist 


(10) 


2 +by— = L(ae+by—0d); 


d. h. die zweite Gleichung (4) wird durch jedes Wertepaar (x/y) be- 
friedigt, das der ersten Gleichung (4) Genüge leistet. Nun kann man 
die erste Gleichung durch ein ganz beliebiges y und 

5 Io c— by 


a 





(13) 
stets erfüllen. Folglich wird das Wertepaar 


2, y) 
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für jedes y ein Lösungssystem von (4), d. h. (4) hat ’eine einfach un- 
endliche Schar von Lösungen. 
Ist dagegen 


(14) a=0, b=0; sa=0, b=0, 
so hat, wie (4) zeigt, dieses System nur dann Lösungen, wenn auch 
(15) c=0, 4=0 


wird; dann gibt es eine doppelt unendliche Schar von Lösungen, in- 
dem nämlich jede Wahl von x und von y die Gleichungen befriedigt. 

$S 75. Wir haben im vorigen Paragraphen alle möglichen Fälle, 
die bei einem Systeme von zwei linearen Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten eintreten können, erledigt und so eine Anzahl von Einzel- 
resultaten hergeleitet. Es kommt jetzt darauf an, diese in einem ein- 
fachen Gesamtresultate zu vereinigen. Hierzu dienen uns die im ersten 
Kapitel bereits eingeführten Begriffe der Determinanten, der Matrizen 
und des Ranges beider. Ja, durch sie gelingt es, den allgemeinen 
Fall eines Systems linearer Gleichungen in übersichtlicher Weise zu 
behandeln und damit ein Problem zu lösen, das 0.G.J. Jacobi für 
außerordentlich verwickelt erklärte.) 

Zunächst kehren wir zur Behandlung von (4) zurück: 

Bei 


ab,— ab=+0 
gibt es eine Lösung von (4). Hier haben die Determinante 
| ab ' abe 
und die Matrix | ) 
a, b, ab 6 








den gleichen Rang zwei. 

Bei der Annahme 

ab, -ad=0, au —ac=0, ba —be=0 
a=0 

gibt es ool, d. h. eine einfach unendliche Schar von Lösungen. Hier 
ist die Determinante der Koeffizienten sowie auch die Matrix der Kon- 
stanten vom Range eins. 

Beim Verschwinden aller Konstanten 

a=b=-c=-„=b=1a-0 


gibt es 00, d. h. eine doppelt unendliche Schar von Lösungen. Hier 
ist die Determinante der Koeffizienten sowie die Matrix der Konstanten 
vom Range (0. 


1) „paullo prolixum negotium‘“; Jacobi, Werke III, S. 370. 
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Dagegen gibt es beı 
ab, — ab=(, 
ac—a,c und be, — b,e nicht gleichzeitig — 0 

keine Lösung. Hier ist die Determinante der Koeffizienten vom Range 
1, da a, b, a,, db, nicht sämtlich verschwinden, wohl aber ab, —a,b=0 
ist; die Matrix der Konstanten ist vom Range 2. 

Auch bei der Annahme 

a-b=-a=mb=(, 
c und c, nicht gleichzeitig = 0 

gibt es keine Lösung. Hier ist die Determinante der Koeffizienten 
vom Range Null, die Matrix der Konstanten dagegen vom Range eins. 


Die gewonnenen Resultate lassen sich in die einfachen Sätze 
zusammenfassen: Das System 
ax +by =c 
(4) Ic ng 
a2+by=G4 
hat dann und nur dann Lösungen, wenn der Rang r der 
Determinante der Koeffizienten 


Eh 
a, b, 








gleich dem Range der Matrix 


K b a) 
a, db, € 
der Konstanten ist. Die Anzahl der Lösungen ist dann ?", 


wenn oo°’=] angenommen wird. In diesen Sätzen sind alle mög- 
lichen Einzelfälle enthalten. 


$ 76. Wir wollen jetzt das Problem der Lösung eines linearen 
Systems in wirklicher Allgemeinheit behandeln, also alle möglichen 
Fälle berücksichtigen und erledigen. Gleichzeitig streifen wir die Be- 
schränkung ab, daß die Zahl der Unbekannten mit der Zahl der vor- 
gelegten Gleichungen übereinstimme. 

Zur Abkürzung setzen wir 


(16) FT 05a t ta, ah; (i=-1233,..,m). 
Das zu lösende Gleichungssystem wird dann 


(16a) G=4;o (i=1,2,3,,...,M) 
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sein. Wir nehmen an, die Matrix der Koeffizienten 


A, Gy Oyn 

[47 [4 EEE 
(A) # 21 sa 2n 

Ani Am? "Ani In 


habe den Rang r, d. h. es gebe mindestens eine zu (A) gehörige, 
nicht verschwindende r-reihige Determinante, während sämtliche (r+1)- 
reihigen, also auch alle mehrreihigen verschwinden. Durch Vertauschung 
von Parallelreihen und durch abgeänderte Bezeichnung der Elemente 
a,, kann man 


(17) 9=|a,| +0 BES, 


zu einer dieser nicht verschwindenden Determinante machen. 
Nun bilden wir alle » Determinanten von der Gestalt 


r Acı Au2 u Is Ogr 


fi ıı a --- Gr 
(18) n= al (a=1,2,84. 33m); 
Pr Q,ı A,g nr G,r 





dieses 7, zerlegen wir in die Summe von n Produkten 








Ic (ei Ag EEE Gar Our Ga Au2 Rz Gar 
A Aı Ya --- 4, A, Ayı 2 --- Air 
AB: . [0 “ . X, . 
ER 0a. IT a aa ad, 
Q,1 A, Ad. ee O,r A,r A, A,g ER (,r 
Ogr+1 Ag Au mr Gar Ian Agı Au Bi Gar 
OA, r+ı Yı 9a - +» Ar In Yı Ba --- U, 
20 . . ®* 9 » | 
Tlrrı Gg,r+ı %ı Ins - +. Qar 1 m ar a, GN Qy, 
A, p+1 4,1 d,2 Ra (,r Urn A, A. De (,r 








(@=1,2,3,...,m) 


und sehen, daß die auftretenden Determinanten sämtlich verschwinden, 
weil (A) vom Range r, und dabei jede der Determinanten (r + 1)- 
reihig ist. Entwickelt man andererseits das 7’, in (18) nach den Ele- 
menten der ersten Spalte, so erhält man unter Benutzung von (16), 
und da +0 ist, eine Gleichung von der Form 


f.6 re hit h0st hack Ir 0; 
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und daher 
(19) = hat dat + hd) (a=1,2,3,..,M), 


d.h. bildet das Koeffizientensystem bei m linearen homo- 
genen Funktionen eine Matrix vom Range r, so kann jede 
der m Funktionen durch r bestimmte unter ihnen linear und 
homogen dargestellt werden. 


$ 77. Der Rang der Konstantenmatrix der Gleichungen 


(20) fi = %o fa = Go; .. fm = Io» 
nämlich der von 
Go Yı Az --- A, 


(A) = Agg As Aa -». Ay, 


Anno Omi An? ld 


MN. 


kann wegen der oben gemachten Annahme, daß (A) vom Range r sei, 
nicht kleiner werden als r. Es seien nun «, ß,..., s aus den Zahlen 
1,2,...,m entnommene (r+1) Indizes, und 0,6,...,r seien aus 
den Zahlen 1, 2,..., n entnommene r Indizes. Mit diesen bilden wir 
alle Determinanten von (r +1) Reihen der Form 


| Fi; Gag Iga: + Far 
(21) fs Oso Ago oo... Or ” 
f; Ayo O;o ern Ügr 








die aus den gleichen Gründen wie 7’, in (18) für jedes System der in 
den f enthaltenen x verschwindet. Gesetzt nun, man könnte die Glei- 
chungen (17) durch passend gewählte Werte von &,, %,...,%, be- 
friedigen, so folgt aus dem Verschwinden von (21), daß jede (r+1)- 
reihige Determinante von der Form 


(22) 


WERE .q 


| Ayo Iao Bas :- 
| 
| 0 O;o > eT 


verschwindet, daß also der Rang von (A,) nicht größer sein kann als r. 
Da der Rang von (A,) also weder kleiner noch größer als r sein kann, 
so ist er gleich r. Dafür, daß das System 


(20) = hmm *:* Im Amo 


Lösungen besitzt, ist es notwendig, daß (A) und (A4,) von 
gleichem Range sind. 
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$ 78. Diese Bedingung ist, wie wir jetzt nachweisen wollen, für 
die Lösbarkeit von (20) auch hinreichend. Haben (A) und (A,) den- 
selben Rang r, und ist 6 in (17) eine nicht verschwindende r-reihige 
Determinante aus (A), dann verschwinden (21) und (22); also auch 
ihre Kombination 


4, Ogı Bar dur | (ea 4.0)0 an Ha) r u 


fh — %o 9 Us --- 4, LE 
Bee 0.2 Q,,... 0, («=1,2,3,...,m). 


Daraus ergibt sich für jedes «=1,2,3,..., m 


(23) Pa do - Sa) Dur = 49) O4 E Zn ı5 (Fa) 


und man erkennt: Sind durch irgendwelche Werte von 2%, 
2, .2.,%, dier Gleichungen 


(16 b) hu het --» Ro 


erfüllt, und haben (A) und (A,) den gleichen Rang r, so 
werden durch dieselben Werte von &,, &, -.., 2, auch die 
Gleichungen 


(16e) 14 — d,.11,0 us =d,120 Li — An0 
erfüllt. 

Durch dieses Resultat haben wir die gestellte Aufgabe vereinfacht: 
statt der »n Gleichungen (20) braucht man nur die r Gleichungen (16b) 
zu lösen. 

Wir schreiben nun (16b) in der Form nieder: 


that ru, lo ri lrrr Tun in 
(24) AK Aal tt, = Ag — Ag, r1 Fri Ag In 
A,1% + 4,9% iss TE 17 G,0 A, +1 Un in: 


Die Adjunkte von a,, in 6 werde mit 6,, bezeichnet. Multipli- 


ziert man dann die Gleichungen (24) der Reihe nach mit 6, „, 0a ---; 


0,, und berücksichtigt die Relationen $ 6, (11) und (12), so folgt 
durch die Addition. der r Produkte das Resultat 
(25) A EA ee ELLI 

2 (Q,o = A, p+1 L4+1 7 In ©.) 0, (6 = 1; 2, , %): 


Wir beweisen, daß auch umgekehrt jedes System x, 2, ---, © 


n» 
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das (16b) befriedigt, (16c) und damit (20) auflöst. Multipliziert man 
(16) mit a,, und addiert die Resultate für o=1,2,...,r, so entsteht 


Neal dor x,)0 
(27) = (Gr und) (ei Er TG 0, tossah Q,rd; hr 
5% (a, — Dort Ta Ann) (At Qt + Mor 0 
+ (a, rs Er Q,nn) (a, 0 rt og 0 Gor 0,,)- 


Die zweiten Faktoren aller rechts stehenden Produkte verschwinden 
wegen $ 3, (11), mit Ausnahme des hingeschriebenen mittleren, für 
den die Gleichung 


Gpı Dar ste Goa 9 1 7 tunen 
gilt. Da 0-+0 ist, kann man durch 9 dividieren; dabei geht nun (27) 
über in 

GoıFı ap Üog tg Er u = Gor%r BE Boo or A r+1%r41 ren 

(0 1, 2,...,M), 
d.h. (20) wird erfüllt. In (27) treten die (n—r) Unbekannten x 
8,499 +, %, auf die rechten Seiten ein. 

Wir fassen die erhaltenen Resultate zusammen: Das System (20) 
von m linearen Gleichungen mit n Unbekannten ist dann und 
nur dann lösbar, wenn die Konstantenmatrix (A,) den glei- 
chen Rang r En) der Koeffizientenmatrix (A) besitzt. In 
die Lösung gehen (n—r) willkürliche Größen ein; die An- 
zahl der Lösungen kann daher als (n—r)-fach unendlich 


bezeichnet werden, wobei O-fach unendlich gleich 1 ge- 
nommen wird. 


$ 79. Beispiel: Gegeben sei 
h=32 + 4Ay+52+ t-2u=3, 
h= 2 -—- y+32+21+3u=5, 
=22+ 3y+ 2—- t+ u=2, 
h=6s+ 6y+92 +2: +2u=10, 
, =T2+12y+82— t—-6bu=3. 
Die Koeffizientenmatrix des Systems 
3 led 
12-12.32003 
(A=|2 3 1-1 1 
ee a 
7 12 8-1-6j 


r+1? 
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ist von dem gleichen Range r = 3, wie seine Konstantenmatrix 


ee vo en 
Meran 
AR Tr 2: 
Or a nd 5 12 210 
Deatedonsigntg shi ame g 


folglich ist das vorgelegte System lösbar. Da die aus den Koeffizienten 
von fi, fs, fs gebildete Determinante 


31.34 . 
Dee men.) 
a: 


ist, so sind f,, f,, /, unabhängig voneinander, dagegen sind f, sowie f, 
linear und homogen durch f,, fs, fs darstellbar. Für diese Darstellung 


findet man 
Krk he2sh hr 


Bl hr) EA NE) 

Ban are): 

Es ist daher nur nötig, x, y, 2 durch die Lösung von 
32 +4Ay+dz2=3— t-+2u, 
t— y+32=5—2t— Bu, 
22 +3y+ z=2+ t—- u 


und 


als Funktionen von t und u zu bestimmen. Die erhaltenen Werte be- 
friedigen dann auch die beiden letzten Gleichungen des vorgelegten 
Systems. Es ergibt sich 
l5z= 59+ 5t — Wu, 
ldy=—285 + 5t+55u, 
152 =— 4-—-10:+ 20u. 
$& 80. Einen besonders wichtigen Fall der besprochenen Theorie 


liefern die homogenen linearen Gleichungen, d.h. die, bei denen sämt- 
liche Größen a,,, @gor - - -; 40 gleich Null sind, 


b=% GT 4% t+ +0,02, =0 (=1,2,..,m). 


Die Lösbarkeitsbedingung, daß (A,) denselben Rang hat wie (A), 
ist hier stets erfüllt, da alle Determinanten, bei denen die Elemente 
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einer Spalte den zweiten Index O haben, ohne weiteres verschwinden. 
Die Gleichungen (27) gehen dabei in die einfacheren über 


(27a) 2 0=> —- a. HH tr true 
Na, tr 040 (=1,2,..,r). 
Ist r=n, dann tritt kein z auf die rechte Seite dieser Gleichung, 
und man kommt zu der identischen banalen Lösung des Systems 


==, =d. 


Damit außer ihr noch andere, nicht verschwindende Lösungen vor- 
handen seien, muß der Rang r von (A) kleiner als n werden. Für 
m=n muß also 
|%,| = 0 (,k=1,2,...,n) 
gelten. 
Itr=n-—1, so handelt es sich um ein System von r Glei- 
chungen der Form 


GE 0, 
q,,% SE ART a, T %yr41 041 er 0, 
bei dem die Determinante der Koeffizienten von 2,, 23, ...,& 


9=|a,,| (,k=1,2,...,r) 
nicht verschwindet. 
Aus (26a) folgt 
= — 1a tt ten 
X, 2 6 nn A 6,5 Hr Ag, O3 2% er ar Ayn 0.,), 


oder in anderer Form unter Einführung einer Determinante geschrieben 


u 0=-—%,: a 


20 = — 24° [O1 Ana pr) 


wobei auf der rechten Seite jeder der r-reihigen Determinanten die 
h® Zeile angegeben ist. Man kann dieses Resultat noch vereinfacht 
darstellen. Es seien @,,, 4,55 Ans3 -- > Yun Willkürliche Größen, ferner sei 

N ar (,k=1,2,...,n) 
und 7,, die Adjunkte von a,, in 7. Dann wird 


(27) are Wen ie 
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Beispiel: Für 
32 +2y+42=0, 0, DR 
2° —- y+de=0, gast 
wird 
BR 2Rn! A 
T=| 2-1 5 |= 14a, — Ta,— Ta,, 
Op; gg Rs 
z:y:2=14:—-17:-T=2:—-1:—1, 
=2t, yY=-I, 2=--4, 
wo £ eine beliebige Größe ist. 


$S 81. Es seien m lineare homogene Funktionen von n Unbe- 
stimmten vorgelegt 


(16) = 0,1% ir VE Eu Ba; An En (= 1,2, 3... M). 
Die f, f; - - -, /„ bilden ein System voneinander unabhängiger 


Funktionen, oder in etwas lässigerem Ausdruck ein unabhängiges 
System, falls keine identisch erfüllte Relation 


N ee 


besteht, in der die %,, %, ..., %,, Konstanten sind, die nicht sämtlich 
verschwinden. Die Existenz einer solchen Relation fordert, daß, wenn 
man ihre linke Seite nach den x anordnet, die Koeffizienten der ein- 
zelnen & gleich Null werden. Daher darf das System linearer Glei- 
chungen in den x 


1% + Agı # +. +0,10; 
Gh FA Fand; 


A n%ı = Ay „%g a Y E Inn m naar 0 


nur die identische Lösung „= %,=:''=x,— 0 haben, falls die f 
ein unabhängiges System bilden. Dies aber tritt nach den Unter- 
suchungen der vorigen Paragraphen dann und nur dann ein, wenn der 


Rang der Matrix 


Q;ı Ag] An, 1 
Ag Ase U 9 
An Agn: Ka An 


gleich m ist, und dazu ist a >m notwendig, d h.: m lineare homo- 
gene Funktionen von weniger als m Variablen können kein 
Netto: Algebra Xi 
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unabhängiges System bilden. Ebenso sieht man: m lineare 
homogene Funktionen von m Variablen bilden dann und 
nur dann ein unabhängiges System, wenn die Determinante 
ihrer Koeffizienten nicht verschwindet. 


$ 82. I. Wir beweisen ferner den folgenden Satz: 

Ist m<n, und bilden die f,, fs, ---,/„ ein unabhängiges 
System linearer, homogener Funktionen der n Variablen 
X, %gy 2, so kann man m der Variablen x durch die übri- 
gen (n— m) und durch die m Funktionen fi, fs, - - -, /„ linear 
und homogen ausdrücken. Denn aus ihrer Unabhängigkeit folst, 
daß der Rang der Matrix der f gleich m ist. Es kann daher wie oben 


6=|ja,| +0 (,k=1,2,...,m) 
angenommen werden, und daraus ergibt sich, daß das Gleichungssystem 
A,ı8ı has I mh I, m+1Im+1 ee 77) 
(BBY An a en En N 
Anıtı Ar rs I, umIm I I mm+1%m+1 Anl 
für 2), %, ..-, 2%, eine und nur eine Lösung hat, die wir andeuten 
wollen durch 
LI, Dart u] In fh; iss nr ® («= 1,2, 200 
wobei die p, lineare homogene Funktionen der in der Klammer an- 
gegebenen Argumente sind. Damit ist die Richtigkeit des letzten 
Satzes bewiesen. 
Aus diesem Theorem folgt das weitere: II. Bilden die » Funk- 
tionen fi, fa, ---, /„ ein unabhängiges System, so ist es stets 
möglich, die » Größen x, &, ..., &, so zu wählen, daß 


Um arr er h> l2» zu 3 Im 


beliebig vorgeschriebene Werte annehmen. In der Tat, sind 
die vorgeschriebenen Werte der x bzw. der f 


Em 19 Emaant nr Enz Mar Mayo en Mm 
so setzen wir zunächst für &,,,1,-.., 2, die vorgeschriebenen Werte 
Emyiyr+ 5, ein; und dann in (28) für f,fs,- - -,„ die vorgeschrie- 
benen Werte 7, 985 ---, 7. Dadurch werden in dem Systeme (28) die 
rechten Seiten bekannt, und das System selbst wird wegen 0 #0 auf- 


lösbar. Stellt sich dabei für die Unbekannten x ein Wertsystem 
ab, lebe im Em 
als Lösung heraus, so genügt es, allgemein 
= E, («e=1,2,..,m) 


zu setzen, um die Forderung des Satzes zu befriedigen. 





Abhängige und unabhängige Systeme 99 





Weiter beweisen wir: Ill. Verschwindet eine homogene 
lineare Funktion Ah(z,,%,...,2,) der n Variablen x für alle 
Wertsysteme derselben, die das unabhängige System 


een...) (@«=1,2,...,m) 
zu Null machen, so kann man 
(29) euhtaßt tan 


setzen, wobei die Koeffizienten «a, &,..., @, Konstanten be- 
deuten. Man kann nämlich zurächst Ah durch alle x,, 2,,..., x, linear 
und homogen ausdrücken; und dann nach dem ersten Satze dieses Para- 
graphen durch fi, fa, - - +» mi Amtis + %. Nach dem zweiten Satze 
dieses Paragraphen können dann alle /, fs,.-.,/„ und alle 2, ,1> 
..,%, mit Ausnahme eines einzigen x, zum Verschwinden gebracht 
werden. Wegen der über %" gemachten Annahmen birgt dies einen 
Widerspruch, d. h. auch die Größe x, kommt in der Darstellung nicht 
vor, und das gleiche gilt von jedem x der Reihe x DO- 

mit kommt man auf die Gleichung (28). 
IV. Verschwinden alle homogenen linearen Funktionen h, 


des Systems 
hs(&,; Kgyerı %,) (B= 1,2, , u) 


für alle Wertsysteme der x,, die sämtliche Funktionen eines 
unabhängigen Systems 


ne) (e=1,2,...,m) 
zu Null machen, so ist die Anzahl der unabhängigen A, klei- 
ner als m. Zunächst kann man nach dem vorigen Satze 
(30) N of IR & „fa ur sr T Amß m (e= l, An 1) 


setzen, die f als Variable an Stelle der x ansehen und auf das Sy- 
stem (30) dann den vorletzten Satz aus $ Sl anwenden. Auf diesem 
Wege erhält man den Beweis des letzten obigen 'Theorems. 


m+1) 


Sechstes Kapitel. 


Resultanten und Diskriminanten. 


$ 83. Als Anwendung der im vorigen Kapitel besprochenen Lö- 
sung eines Systems linearer Gleichungen wollen wir eine bereits früher 
behandelte Frage nochmals in Erwägung ziehen, nämlich die nach 
der Existenz eines gemeinsamen Teilers zweier ganzen Funktionen 
einer Veränderlichen. 
Ti 
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Es seien zwei ganze Funktionen von x vorgelegt 


| f(&) = 0" + a @""!4+..-+4,_1%H+ a, 


1) ya) = bar +arite. tb, c+b, 


(m>n); 
es soll untersucht werden, wann beide einen gemeinsamen Faktor ersten 
Grades («x + ß) oder, was das gleiche besagt, eine gemeinsame Wurzel 
2, =—ß:« besitzen. Aus 


f(a) = (ee + B)h@), ga) = (au + B)Iık@) 
folgt 


(2) fa)n) Aw) = 0, 


wo f, vom Grade (m — 1) und g, vom Grade (» — 1) ist. Umgekehrt 
folgt aus dem Bestehen von (2), daß die beiden Funktionen f und g 
einen Faktor mindestens vom ersten Grade gemeinsam haben. Denn 
der aus (2) folgende Quotient 


fh (&) : 9(®) 
(2 a) 9 (2) FE fa) 





zeigt, daß f in dem Produkt /,:g aufgeht, daß also jeder irreduktible 
Faktor von f mindestens in gleicher Multiplizität im Zähler vorkommt 
wie im Nenner. Hebt man nun alle, den Funktionen f, und f gemein- 
samen Faktoren weg, so muß der Gradzahlen wegen, die diese Funk- 
tionen haben, von f mindestens ein Faktor ersten Grades zurückbleiben, 
der dann in g aufgeht. Die Frage nach einem gemeinsamen Faktor 
ersten Grades läuft daher auf die Frage hinaus, ob eine Gleichung 
von der Gestalt (2) hergestellt werden kann oder nicht. 

Um dies zu entscheiden, setzen wir zwei Funktionen mit (m + n) 
noch unbekannten Koeffizienten p und g an: 


| fı (2) = p,@" 9,2” 2: 0D, so 


3 
8) HE) HE HET eg se Dome 


und bilden den Ausdruck für die linke Seite der Gleichnng (2). Da- 
bei entsteht eine Gleichung vom Grade (m +n — 1), nämlich 


(Hp BRETT FH od — 0 bez 
er (AnAn_3 en Am-19a-177 DER, 7 ENDE (aa den 


Soll diese identisch, d. h. für jeden Wert von x erfüllt sein, so müssen 
die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von x gleich Null werden, 
und es muß Werte für pP, Pi, Par ++, Pm-ı3 90, Ur 92, n-ı geben, 
die, ohne sämtlich zu verschwinden, das folgende System linearer Glei- 
chungen erfüllen: 
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Age — 5,20 =d,, 
4,90 Qygı —5,Po—doPı =d,, 
anlot ent t tl lm =d,, 
anhut ta 9m =daH 
Ann 2 a RR | EUER Dres An, 
AmIn—1 2 DD Inn 1, 


wenn in ihm alle d, gleich Null gesetzt werden, das Gleichungssystem 
also homogen wird. 

Nach $ 80 muß die Koeffizientendeterminante dieses Systems ver- 
schwinden, um die banale identische Lösung auszuschalten. Macht 
man in der Determinante die Zeilen zu Spalten und umgekehrt, so 
nimmt die (m-+-n)-reihige Determinante die Gestalt an 


lan ML RR Pe VI 
BEE Le 
Ole u ar a u. (n Zeilen) 
(4) BET N ee, 
‚du bi b3 EUR Bl 
y 5 ER m "ni On > (m Zeilen). 
RAT IE 








Wir wollen diese (m + n)-reihige Determinante die Resultante von 
f und g nennen und durch R(f,g) oder, wenn kein Mißverständnis 
zu befürchten ist, durch R bezeichnen. Das Verschwinden von R 
ist charakteristisch dafür, daß f und g einen Faktor gemein 
haben. Die Notwendigkeit der Bedingung R=(0 haben wir eben 
gezeigt; daß sie hinreichend sei, folgt so: Ist RO, dann kann man 
die », und die q, in dem letzten obigen Gleichungssystem so bestimmen, 
daß die d, die Werte annehmen 


d,= d, = d, = ar her Amtm_ı 0; Anyn-ı= iy 
daß also 
fa) 1@) - sh) =1 


wird; die letzte Gleichung zeigt, daß f und g teilerfremd sind. 
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$ 84. Wir nehmen nun an, es sei R=0. Dann setzen wir mit 
noch unbestimmten Koeffizienten zwei Funktionen an 


AH SHuEt  sn e 
9(&) Eu Wie Ei: Aa Dean r 1, _3% = in 
und bilden ähnlich wie eben in $ 83 den Ausdruck 
5) Fa) - aa) Eat art re 4 man 


wobei für die Koeffizienten e, gemäß (5) 


abo + Alı — 6,50 Dos =.£&, 
ER ERTID SE 


zu setzen ist. Dies fassen wir als ein System von (m +n — 1) line- 
aren Gleichungen in den (m +n— 2) Unbekannten ?, und s, auf. 
Sehen wir von der letzten Gleichung des Systems ab, dann bleiben 
(m + n — 2) Gleichungen in ebenso vielen Unbekannten zurück, deren 
(m + n — 2)-reihige Koeffizientendeterminante nach Vertauschung von 
Zeilen und Spalten die Gestalt 

Oo HB Ge] 


| 
ER | 
| b md Zeilen 


n—1 n | 


EN te! 


m 


(n — 1) Zeilen 


annimmt. A, entsteht aus R durch Tilgung der letzten beiden Spalten 
sowie der letzten Zeile der Elemente a, und der letzten der Elemente 
b,. Es ist also AR, ein Minor von A. 

Ist R,=+0, dann kann man die s, und die Z, so bestimmen, daß 


2 a ee 2 


9) - Ih) = CH+ m4n-2 


wird. Diese Gleichung zeigt, daß f und 9 keinen gemeinsamen Faktor 
von höherem als dem ersten Grade haben können; und wegen R=0 
haben sie auch wirklich einen solchen. Es liefert 


ROMEO 


also 


die charakteristischen Bedingungen dafür, daß die beiden 
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Funktionen f(x) und g(x) einen gemeinsamen Teiler genau 
vom ersten Grade besitzen. 

$ 85. Ist neben R=0 auch R,=0, dann kann man durch 
passende Werte von s, und £,, die nicht sämtlich verschwinden, die 


&, &> &3 ++ Emrn-s Zu Null machen. (5) geht dabei über in 


(6) F(x)92(2) — HR) (R) = Emin-3- 


Die rechte Seite muß gleich Null werden; denn da f und g wegen 
R=0 einen gemeinsamen Teiler haben, teilt dieser auch die rechte 
Seite, und das ist nur möglich, wenn die Re e „ versch win- 
det. Danach ergibt sich 

r@)g®) 


(63) FOR ET 


Behandelt man diese Gleichung wie die entsprechende (2a), so sieht 
man: Es liefern die beiden Relationen 

(7) R=0,.R=0 

die charakteristischen Bedingungen dafür, daß die beiden 
Funktionen f und g einen gemeinsamen Teiler mindestens 
vom zweiten Grade besitzen. 


$ 86. Wir nehmen nun (7) als erfüllt an und bilden zwei neue 
Funktionen f, und 9, mit noch unbestinimten Koeffizienten 


mtn— 


eo) her rat Hin tina 
9; (2) 7 nie h ka" 24 ie sh Ks nr Ks 
und aus ihnen 


ED EEE CA BE Re a EL ET RER 


Drücken wir dann die Größen I,, 4, :. -, Z„+„_s durch die 2 und 
die k aus, so entstehen (m +n — 2) lineare Gleichungen zwischen 
den (m +n— 4) Unbekannten i und k. Sehen wir von den beiden 
letzten Gleichungen ab, d. h. von denen, die Z,,„_, und Z,4n-s Pe 
stimmen, so bleibt ein System von (m + n — 4) linearen Gleichungen 
in ebenso vielen Unbekannten zurück. Ihr Koeffizientensystem führt 
zu der Determinante 





ee an WÜ 

0 Ag i Im-1 On ie E-; 2) Zeilen 
Ben... son... 

Den a icıbiricn: X — 2) Zeilen. 
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Ist R,+ 0, dann kann über die © und die k so verfügt werden, daß 


eh hand: an 


o)g(8) - IHR) = 1:04 Insn-a + Imyn-3 
wird. Die letzte Gleichung zeigt in Verbindung mit (7): Es liefern 
R=0, R=0, R=+O 
die charakteristischen Bedingungen dafür, daß fund g einen 
gemeinsamen Teiler genau vom Grade 2 besitzen. 


Ist dagegen R,= 0, dann kann man, ohne alle © und % gleich 
Null anzunehmen, so über sie verfügen, daß 


also 


eh= nn sd; 


F(a)gs(@) — gla)fla) — Imın-a® + Imin-3 


wird. Nach (7) haben f und g einen gemeinsamen Teiler von min- 
destens dem zweiten Grade; durch ihn müßte die rechte Seite der 
letzten Gleichung teilbar sein. Das geht nur dann, wenn 


also 


an a ad, Imntn-s= 0; 


f(@)93(8) — g(a)fs(@) — 0 


ist. Diese Gleichung behandeln wir wie oben (2) und (6); wir sehen: 
Es liefern 


also 


N u te, 


die charakteristischen Bedingungen dafür, daß die beiden 
Funktionen f(x) und g(x) einen gemeinsamen Teiler minde- 
stens vom dritten Grade besitzen. 

Fährt man in gleicher Art fort, so erkennt man: Bedeutet 





du 4, ds Om 0 
0 m 9 Unis (n— x) Zeilen 
0 0 dy m—2 m—1 x 
a a a rn 
b 
0b, a1 Dr (m—x) Zeilen 
VOR Een Bee 





dann liefert 


(10) a 
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die charakteristischen Bedingungen dafür, daß die beiden 


Funktionen 
f(x) und g(e) 


einen gemeinsamen Teiler genau vom Grade « besitzen. 


Beispiel: Für m=n=2 ergibt sich 








fa a, a,.0 
rn 0 a, A A — Ay bg + Ay dy — Ay, d, 05 — Ay Qgbyb, 
155509) +009b°+ a°dd; — 2a,Qgdyb;; 
Mb, eb,nb; 
20 
R= nah = 4d, — abo- 








$ 87. Das für m—=n = 2 ausgerechnete R erweist sich in den 
Koeffizienten a, b als isobar vom Gewichte 4, und das R, als isobar 
vom Gewichte 1. Dieser Satz läßt sich auf beliebige m und n er- 
weitern. Setzt man a,, 0,0, 490°, ..., 0,0” statt a,, %, Ay, - - -, @y» 
und b,, 5,0, 650°, ..., 6,0” statt db, d,, da, ..., db, in Rein, so entsteht 


0020.00 2880,.0% ) 

LGA 0.8 RE ot oT ei: 
Ben, ! 

DW ONIOeR ..b2.0" 0 








Br 


Zieht man nun in R’ aus der zweiten Spalte o! als Faktor heraus, 
aus der dritten 0°, ..., aus der (m +n)!® Spalte 0”"+”-!, so erschei- 
nen die Elemente der ersten Zeile m den a mit e° multipliziert, die 
der zweiten, der dritten, ..., der nt®® bzw. mit o='!, o,..., o-”t1; 
und ähnlich die der Zeilen in den Elementen b. Zieht man diese 
Potenzen des Faktors og aus den Zeilen heraus, so folgt für die Deter- 


minante AR der Wert 
Bene (e)e 


Genau in der gleichen Art wird bewiesen, daß 
RER 
— gm-al-@.R,, 


Ferner erkennt man sofort die Homogeneität aller R, von der Dimen- 
sion (A — «) in den a und von der Dimension (m — «) in den 5b 
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Nr 








$ 88. Nehmen wir für g die Ableitung von f, also 


44 | f(x) 08 Aa ME RL Te : Sy An ı® 72 Ans 
eh |g (x) = ma,a”-1+ (m — 1)a,2”-2+ (m — 2)aga” 54... +40.-15 


so folgt aus der Betrachtung der ersten Spalte der Determinante (4), 
daß R(f,f) durch a, teilbar ist. Wir setzen 


(12) EAN =-D)-D 


und bezeichnen dies D als Diskriminante von f. Aus der Bedeutung 
von D folgt: Das Verschwinden von D(f) ist charakteristisch 
dafür, daß die Funktion f(x) einen Faktor von mindestens 
der Multiplizität 2 besitzt. Dist homogen und isobar in den 
Koeffizienten von f(x). 

Man kann die Diskriminante auch in der Gestalt einer Determi- 
nante von 2(n— 1) Reihen darstellen. Um dies zu bewirken, gehen 
wir von der Determinantendarstellung der Resultante R(f, f) aus 


% 4a, (lg Aura |) 
0% a, oe ae PÜRERE Be: Zeilen 


“|na, (n—1)a, (n—2)a, ... 0 0: 
0 na, (nn 1)a aa Ve I Zeilen. 


Q n 
oO 








Wir multiplizieren die ersten (n — 1) Zeilen dieser Form des D 
mit n und subtrahieren darauf von jedem Elemente der «‘°® Zeile 
(a=1,2,3,...,»—1) das entsprechende Glied der («+1 —n)'® Zeile. 
Das ergibt 











DIL 20, NO, Ms 

Dr s0 Q, .. (n—1)a,_, 04... e-n Zeilen 
TI na, (n—1)a, (n—2)a, ... 0 0 

0 na (n—1)a; ... Q,_ı 0 n Zeilen. 


Entwickelt man die Determinante nach den Elementen der ersten 
Spalte, so folgt 


D= Su R(h, f3) 72 EUR hi)» 


nn=2 





worin für die Funktionen f, und f, 


fh (@) = a, 0" "+ 2a,0"7?+ 3a,” 7° +... + ma, 
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bzw. 
f() = MA, a" 7} 3a (m — l)a,a”?+ Ye u 2a _g® er Ami 


zu setzen ist. 
Für die Funktion zweiten Grades 


fa) = a +0 +, 
entsteht dabei 
D= 4a,0,— 4°; 


für die Funktion dritten Grades 


f(x) = ya? + a0 +00 + a, 


entsteht ebenso 
D = 2T a, Q3 — 180,4, 4,4, + 4ayaz’ + 4a,°a, — A,°02°. 

$S 89. Wir nehmen nun das Hauptergebnis der beiden folgenden 
Kapitel als bereits bewiesen zum Zwecke einer neuen Darstellung von 
R und von D voraus. Diesem Ergebnis zufolge kann man 
fa) = ya" +aa" ta” + +0, nr) 2) Rn); 
get ertrbarntn eb, —blan )a) (ar) 
Beizen, WO X, , X, %s, ... die Wurzeln von f(x) =0, und &,', 44, sy: -- 


die von 9(x) = bedeuten. Vergleicht man die Koeffizienten gleich- 
hoher Potenzen von x in jeder der beiden Gleichungen f=0 und 


. . . [47 a a 
9=(, so zeigt sich, daß alle Quotienten a2," ganz und ganz- 
0 (0) 0 
zahlig durch die Wurzeln &,, %,, %,, ... von f(x) = 0, und ebenso die 
. b b b . R 
Quotienten Z,75°,7,,... durch die Wurzeln 2), 29, 2, ... von 
du’ 


9(x) = 0 ganz und ganzzahlig darstellbar sind. 
Nun besteht die Resultante R(f,g) nur aus Potenzprodukten von 


der Form 
Os ra bar, 


wobei wegen der Homogeneität von R in den a und den b den Be- 
dingungen 
otrhtat=Nn urAıtkt:::=m 
genügt werden muß. Diese Bedingungen ergeben 
0° = 4 7 A ren 


und das obige Potenzprodukt wird zu 


out 





108 Sechstes Kapitel. Resultanten und Diskriminanten 


Hieraus ersieht man, daß 
R(f, 9) = [a*"b+”"]p(@, x) 
ist, wobei p(x,#”) eine ganze Funktion von , 4, .., par: 
bedeutet, während die « und die b sämtlich verschwunden sind oder 
wenigstens nicht mehr explizit auftreten. Gemäß der Bedeutung von 
_ R(f,g) verschwindet R und damit p für jede Annahme 
a a 
ß=12,3,..,n 
A "bo" R(h 9) 
durch alle m :n Wurzelfaktoren (&,— 25) teilbar, und daher 


= 1, 208 
R(f,9) durch ab" I] (a, — %5) ji BR Ei : 
a, ß B=12.58 
Um den Quotienten zu finden, setzen wir 
do 4 RT %;) z dl [6 (8. — HR 8) (de )] 
= all. ee ki wLl [ala — 2) (2 —2)] 
4:2 (— Br n Ba Hr) 
b, ist, und 


Da g(#,) homogen von erster Dimension in b,, bi, .:-,d, 

f(@;) homogen von erster Dimension in den @,, 4, ..., a, so folgt 
aus den Schlußformeln der letzten Zeilen, daß die links stehende Funk- 
tion in den a, &y, - .., @, homogen von n‘ Dimension und in den 
Do, di, - -, d, homogen von m** Dimension wird. Nun hat R(f, 9) 
die gleichen Eigenschaften der Homogeneität; daher ist der gesuchte 
Quotient eine numerische Konstante. Diese bestimmt sich durch Ver- 
gleichung zweier, einander literal gleicher Glieder auf beiden Seiten. 
Dazu wählen wir aus der Determinante R den Summanden, der das 
Produkt der Elemente der Hauptdiagonale ist, d. h. a,”b,”. Der ihm 
literal gleiche Summand der rechten Seite ist 


-IR) )N" 
A en 
so daß der Quotient gleich der Einheit und das Schlußresultat 
Bihg) = ap) 
=1,2,3,.. 
(13) = a" 19) ( dr ei) 


B=1,2,3,..,n 
Fr eh f(@;) 


Also ist 


wird. 
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Wenn wir in diese Formel statt g(x) eintragen die Ableitung 
f(x) von f(x), also n=m— 1 nehmen, so ergibt sich für die Dis- 
kriminante von f die Bestimmung 


(14) Def) = a" If) («=1,2,3,...,m). 


Nun ist nach $ 56, S. 68 die Ableitung von f(x) 


f (u) = (La — %ı) (lu — 23) SW 5 ae Ne N) 2R rar 
also en 
(15) NO N 


Der bloße Anblick der Formeln (13) zeigt, daß das Verschwinden von 
R(f,g) charakteristisch ist für die Existenz einer gemeinsamen Wurzel 
der Gleichungen 

el de 0, 


und das von D(f) für die einer mehrfachen Wurzel von f=0. Zu 
erwähnen ist ın dem letzten Falle, daß schon die Funktion 


VD) = + lH) («> ß) 


bei einer mehrfachen Wurzel von f=0 und nur bei einer solchen 
verschwindet, daß sie aber freilich nicht als ganze Funktion der Koeffi- 
zienten von f darstellbar ist. 


Siebentes Kapitel. a 


Die Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades. 


$ 90. Die Gleichungen zweiten Grades, auch quadratische 
Gleichungen benannt, haben die allgemeine Form 


(1) We +20,2 +, —=0 (a,=#0). 


Da der Koeffizient von x? nicht gleich Stu ist, so kann man durch 
ihn dividieren; setzt man 


(2) = ER NEIE 
a SE, Pr; 
0, a, 


dann nimmt (1) die Gestalt an 


(3) R—- 2a: +g—=0. 
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Hieraus folgt in einfacher Weise ein Weg zur Lösung der Gleichung: 

2 — 2,240 =C— 6, 

1)’ = 4’— 6, 
<—- = +Ve?—6, 
(4) = 6 + Ve? 6. 
(4) ist eine Folge von (3). Umgekehrt folgt (3) aus (4); denn es ist 
(+ Vo? 6) — 20 (1 + Vor —G)+ag—0, 

wie die Ausrechnung leicht ergibt. Daher sind die beiden Werte, die 
(4) bietet, 
(5) mlahr Ve le 3 V®—% Tr 
zwei Wurzeln von (3) und nach $ 42, S. 48 die beiden Wurzeln 
von (3). Aus den dort angestellten Betrachtungen folgt 





”— 2,2 +9= lan) u)= a — (MHM)CH Re, 
(6) +0 = 26, 80; 
d.h. die Summe der Wurzeln einer quadratischen Gleichung 
ist gleich dem negativ genommenen Koeffizienten der ersten 
Potenz der Unbekannten in der Normalform der Gleichung; 
das Produkt der Wurzeln gleich deren absolutem Gliede. 
Geht man umgekehrt von der Aufgabe aus, zwei Zahlen « und v 
zu bestimmen, deren Summe gleich « und deren Produkt gleich ß 


sein soll 
h wttr=o, vv=ß, 


so zeigt (6), daß u und v die Wurzeln von 


N R— ax +ß=0 


sind. 


Aus den Wurzeln von (3) folgen durch (2) die Wurzeln von (1) 
in der Form i gr 
| Dr Mrs + Va? — 0G,), 


M) 
| Lg = a ur bez Var? —a,0,) 
Wir bezeichnen den Radıkanden 
(8) 4(0,0,—a,)=D 
und nennen D die Diskriminante der Gleichung (1). Dies stimmt 
mit den Festsetzungen aus $ 88, S. 106 überein, da man hat 


G 20 de | 
2a, 2a, 0 
| 02 720 520, 


— a, (4a,a, — 4a,?). 








5 u 2 
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Sind die Koeffizienten a,, a,, a, von (1) reelle Größen, dann ist 
das Vorzeichen von D für die Natur der Wurzeln von (1) entschei- 
dend. Ist sn D=— 1, dann ist der Radikand positiv, und x, % 
werden reell. Ist sen D=-+ 1, dann ist der Radıkand negativ, und 
X, 2; werden konjugiert komplex, nehmen also die Gestalt an 


2, =Ppt, =Pp— (YV-1=i;g+1). 


Ist endlich sen D=0, d.h. D=0, dann hat (1) die Doppel- 
wurzel (vgl. $ 88, S. 106) 


a, 
Diese Resultate kann man auch folgendermaßen herleiten. Aus (6) 
folgt zunächst 


a [4 
(6a) tg 2-2, = 

47 Ay 
und daraus weiter | 


a? A, a,A, — A,” 
(6b) (1-8) = (a +9)’ — 4m, = Eye m een: 
1 
ie: 


Bei reellen, voneinander verschiedenen Wurzeln ist daher D=+ÖO und 
negativ; bei reellen, einander gleichen Wurzeln ist D=0; bei kon- 
jugiert komplexen , =p-+qg1l, un =p— qi ıst 

(=) = Bai’ = — 44 (+0), 
d.h. sen D= +1. Diese drei Sätze lassen, wie ersichtlich ist, eine 
Umkehrung zu. 


$ 91. Wir gehen zu den Gleichungen dritten Grades oder 
den kubischen Gleichungen über und betrachten zuerst die ein- 
fachste dieser Gleichungen, nämlich 


(9) —1=0. 


Da z, = 1 eine Wurzel von (9) ist, so ist («°— 1) durch den Wurzel- 
faktor (e— 1) teilbar, und in der Tat wird 


2—-1=(«&-VD)@®+xc+1), 


so daß die weiteren Wurzeln von (9) durch 


+: +1=0 


als 


1% Seal © N (son Y3=+1) 


1 2 


bestimmt werden. Die erhaltenen drei Werte &,, &, 2, heißen die 
drei dritten Einheitswurzeln. Durch Ausrechnung überzeugt man 
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sich leicht von der Richtigkeit der Beziehungen unter den Wur- 
zeln 2,, X 


a ver Ei a 


Unsere früheren Betrachtungen zeigten, daß &,, &, & die ein- 
zigen Größen sind, deren dritte Potenz =1 ist. Wir wollen im 


folgenden 

Y=0, M—in 
bezeichnen. 

Ist dann a eine dritte Wurzel aus der beliebig gegebenen Größe 
A, dann sind a- ©, und @- @,? die beiden anderen; also hat man für 
die Kubikwurzel aus A die drei Größen 


se 
vA=ar am 00, 


$ 92. Ist die allgemeine Gleichung dritten Grades oder die 
allgemeine kubische Gleichung 


(10) +30, +3,02 +4 — 0 (+0) 
vorgelegt, so kann man ihre Gestalt durch die Substitution | 
a, 
(10a) le 
insofern vereinfachen, als die resultierende Gleichung für y, nämlich 
3 4,7 — 4,4 20,°— 3, +0’ 
(11) Var Us en 


kein Glied mit der zweiten Potenz der Unbekannten aufweist. Wir . 
setzen nun in (11) 


ER 3032-930, 080 a,°a 
(12) 1 2 2 —q, 1 0 Lafer 0 2 2b 
ur a, 





wodurch (11) die reduzierte Form 
(13) YP—3ay— 2b=0 
annimmt. 
Um diese vereinfachte Gleichung zu lösen, nehmen wir für die 
Unbekannte y die Substitution vor 
y-zu-+v 
und erhalten aus (13) den Ausdruck der transformierten Gleichung 
(+0? —2b) +3(utvV)uv—a)—=0. 


Jetzt legen wir den beiden Größen u und v die Forderungen auf, die 
Gleichungen 
"+vV=2b, wv=a 


zu befriedigen. Aus der zweiten Forderung entnehmen wir v=-—; 


s|s 
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dies tragen wir in die erste ein, multiplizieren mit «° und bekommen 
nach dieser Multiplikation 


— 2’ —=(. 
Hieraus folgt durch Lösung der in u° quadratischen Gleichung 
W=b+ V®— as, 
ee 


und wegen v=qa:u noch 


a 
Vır Va 











also schließlich 
(14) a kt +Vbr— a: ge 
Vı + Va 
$ 93. Wir müssen diese Lösung eingehender studieren. Die in 


der Formel auftretende Quadratwurzel hat zwei, nur durch das Vor- 
zeichen unterschiedene Werte. Wird also einer von ihnen, gleichgültig 


welcher, mit Yb?— a? bezeichnet, so ist der andere — Yb?— a®. Wenn 
ferner nach Festlegung des Wertes der Quadratwurzel der Wert von u 


so bestimmt wird, daß seine dritte Potenz gleich (b + Yb?— a?) bzw. 
gleich ( — VB — a®) ist, dann hat man für « die sechs Werte 


3 Se U Fe Fe ee 3 ern 
-Vir V# <a, „= Vb+YV®—-a.o,, W=Vb+YVB a: 0,, 
N green ES ng eeeeesenen I 
— Vı_yi—as, u—Vb-Vbr—a:o,, = Vb-Vb—a.0,: 
(01). 


Somit hat es den Anschein, als hätte die Gleichung (13) dritten Grades 
die sechs Wurzeln 





Re («—=1,2,...,6). 


Dies steht aber in Widerspruch mit Früherem über die Maximalanzahl 
der Gleichungswurzeln und muß aufgeklärt werden. Nun hat man 


eve. Ve yVPza-Vozlyvazafyaza, 
also wird 


(15) uU, = 005° (i=0,1,2), 


wobei A jeden der drei Werte 0, 1, 2 annehmen kann und muß. Es 
wird daher 
Netto: Algebra 8 
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(A+u=3), 





d.h. y, hat einen der drei Werte y,, %, oder %. Ebenso gilt die 
Beziehung 


U uU,0 = ou-iy 
age ber mm er) Fri 
f9} 4 of 7 U, 1} 17 
a 
—1 
Yyuayı'r rt 
u, @ 
und endlich 
a 
en 1—2 A 
Ye u,0%5 r u—2 
U, 05 


Die drei Werte %,, Y,, Y, stimmen daher mit den drei Werten 
Yı, Ya, Y, überein abgesehen von der Reihenfolge, und die Zahl der 
Wurzeln reduziert sich auf drei, wie es sein muß. 

Aus (15) folgt, daß man dem y in (14) auch die Form 


EN EN EER : 
geben kann. Das ist aber mit einem Mißstande verbunden, da ja 
wegen uv—= a die zweite Wurzel von der Wahl der ersten abhängig 


und durch sie eindeutig bestimmt ist, was ja ohne weiteren Zusatz aus 
der Formel allein nicht zu ersehen ist.!) 


$ 94. Wir nehmen nun an, a und b seien reelle Größen, und 
fragen nach der Realität der drei Wurzeln 





PR] ar 5 Er. PR 
(16) Ya 5 Vo+yb a en Sn : (4=1,2,5). 
Dabei unterscheiden wir drei Fälle. 
Zuerst sei der Radikand der inneren Wurzel wesentlich negativ, 
also < 0, 
?—’=-— 1% (k=#0), 


und es sei mit reellen $ und x 


Ve Vb+ki=ß+ai; 


1) Die unter reeller Form auftretende Lösung der kubischen Gleichung 
wurde von Scipione dal Ferro 1515 gefunden, allein nicht veröffentlicht. Im 
Verlaufe eines wissenschaftlichen Wettstreites wurde sie 1535 von Nicolo Tar- 
taglia wieder entdeckt und dem Girolamo oder Geronimo Cardano mit- 
geteilt. Dieser machte sie gegen Tartaglias Willen 1545 in seiner „ars magna“ 
bekannt und gab zugleich einen Beweis für sie. Nach ihm führt sie den Namen 
„Cardanische Formel“. 
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dann findet man 8 und x durch Potenzierung 
(17) Btri®=b+ki, (B-i’=b—ki, 
P+AN)’-b+R=u), 
P+#=a, 
wo der durch die Kubikwurzelausziehung vermittelte Übergang von 
der vorletzten zur letzten Gleichung eindeutig ist, also rechts nicht 


etwa ao, oder aw,” auftreten kann, da ja links eine positive reelle 
Größe steht. Weiter ist unter Benutzung der letzten Gleichung 


a a N eh Ey 








VYoryra Fra Tee 


und wenn man die Werte von @, und @,? einträgt ($ 91, 8. 111), 








a VE a Vz, 


Yy = a LE en) ——-ß+xV3, 
Y— (B-+xi) + (B—xi) = 2P. 


Diese drei Werte sind reell; sie sind auch untereinander verschieden. 
Denn aus y,—=Y, würde <= 0 folgen und daraus wegen (17) k=0, 
was der Voraussetzung widerspricht, daß sgn (b’— a?) = — 1 ist. 


Ebensowenig kann y,—=y, oder %, = y, sein; denn daraus würde 
»=-+YV3ß folgen, und das ergäbe 
b + ki (B +)? = (B+ VEBOP— BL + VB) 
en 8p°; 
also wäre auch hier % = 0, entgegen der Annahme, da 8ß? reell ist. — 


Zweitens sei ’’— a°’=0; dann reicht es aus, in den bisherigen 
Betrachtungen k=(0, also auch «= zu setzen. Man erhält demnach 


„=-ß R=-P, Y-2ß; 


d. h. die drei Wurzeln sind reell und zwei einander gleich. — 
Drittens nehmen wir an, es sei 


B— d=+1 (k+#0), 


und bezeichnen den reellen Wert, den die dritte Wurzel aus (b+k) 
hat, mit y, also 
REN 
dann wird 
8* 
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24 rg ef 
eV 8 —1-+Y3i a a [47 
y4 Foes 5 R 5) ---z(r+2)-z3V3i 2), 
nort, 


Hier könnten y, und %, nur dann nicht konjugiert komplex sein, wenn 
man hätte 


daraus würde folgen 


so daß also gegen die Annahme k= (0 wäre. — 
Wir fassen die Resultate der drei Fälle zusammen: Die drei 
Wurzeln der Gleichung 


P—3ay—2b=0 


sind reell und voneinander verschieden, wenn (b?—.a?) ne- 
gativ ist; sie sind reell und zwei von ihnen einander gleich, 
wenn (b’—a?°) verschwindet; eine ist reell und die beiden an- 
deren sind konjugiert komplex, wenn (b’—a°) positiv ist. 

Dureh Verwendung von (12) geht der innere Radikand in dem 
Ausdrucke für y, nämlich 


RR. 
Da nr a 





3 24.2 3 2,2 
[4a,°a, — 3a,?a,;’— 60,4,054; + 4Q,0g°+ QyQy] 
über. Wir setzen unter Benutzung dieser Funktion 


27 
D- a [4a,°a, — 3a,?az? — 60,494; + 4a,Qg°+ Ay-Qs:] 


Er = [4(a,a; -- a,°)’+ (20,°— 34,0, + Q,”Q,)°] 


und nennen dieses D die Diskriminante von (11). Die Diskrimi- 
nante von (13) ist demnach 


D=4.27(#—a?). 


Diese Festsetzung stimmt mit unserer früheren Definition überein; 
denn man sieht leicht, daß 


1 0 -3a —-2b O0 | 

Del 0. —3a —2b 

3: dd 0 0 ı=4. 27 —-a)=D. 
WIR 0 —-3a 0 

050 3 0 u 
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Man überzeugt sich durch wirkliche Berechnung ohne Schwierig- 
keit von der Richtigkeit der beiden weiteren Darstellungen von D in 
Determinantenform 


a, 24, 9 0 | 


a4: D=27. 0 0 20 % ee 2a, — 20° AA, — A,0, 








a Ay; — 0,45 20,4 — 2ay° 
0 a, 2a, rn 

$ 95. Wir sahen oben, daß eine enge Beziehung zwischen der 
Diskriminante einer quadratischen Gleichung und dem Quadrate der 
Differenzen ihrer Wurzeln besteht. Wir wollen untersuchen, ob Ahn- 
liches bei den Gleichungen dritten Grades statt hat. Wir schreiben (14), 
indem wir für den Augenblick der Kürze wegen die in (16) eingehende 
dritte Wurzel mit w bezeichnen, 


yı— o,w +, you +, y-uw+-— 
und erhalten dann 
Y-%)W 4) = (0 —1)(@;’—1) (+ or) I I rkosa) 


= 3 (w*+ 





a? 
sta), 


(H-9) = (a 0) (w— —) = V3ilw- 5); 
(Y— Ya) yı — Ys) (Ya — Y) = Vi (w°— =) 


— V2Ti(b + VE?—a®—b+ Vb— a?) 
— 2Y2TiyVb’— a? 
—V-D. 


Bezeichnet man die drei Wurzeln von (10) mit &,, &, &,, so ist 
wegen (10a) 
y=-ıır —. 


| @ 4, 
a Vol ie lu lee 
0 0 


a,’ 
also 
MY) — Ye) (Ya — 45) = (&ı — Re) (8 — 23) — 85) 
—-V—- D=-2Y2Tiyb®—a, 
(15a) D=- — (9%) 0)’ 93). 
Diese Formel führt uns auf die Beziehungen von sgn D zur Realität 


der Wurzeln zurück. Eine der drei Wurzeln x,, &,, &, ist sicher reell 
($ 105, 8.127), es sei dies x,. Sind auch x, und x, reell und vonein- 
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ander verschieden, so ist sgsnD=— 1; für =2, wird sen D=(. 
Ist dagegen ’ 
| z=pH+g, B=p— (g+0), 
so wird 
= - Aa’lP— + ET 
und 
snD=+]1. 


$ 96. In dem Falle sen D= — 1 werden die drei Wurzeln der 
kubischen Gleichung reell. Bei der Berechnung ihrer Werte nach der 
Cardanischen Formel wird man von den reellen Koeffizienten zu. den 
reellen Wurzeln wegen des imaginären Wertes von Yb?—a? durch das 
Gebiet der komplexen Größen geführt, derart, daß die Wurzeln als 
Summen konjugiert komplexer Zahlen auftreten. Doch ist es unter Be- 
nutzung goniometrischer Funktionen möglich, die Darstellung der drei 
Wurzeln im Gebiete der reellen Größen zu geben. Dies geschieht 
folgendermaßen: 

Wegen a? >? ist a positiv und b< Ya°; also kann 


(18) a .0% 2 —= 008% 
und deshalb 
P—B3ay— 2b=y— 30% Y — 20 cs# = 0 


gesetzt werden. Tragen wir in die letzte Form der kubischen Gleichung 
für y eine Größe u ein, die bestimmt ist durch 


y- 2odu — 2Yau, 
und dividieren das Resultat durch o, so entsteht die Gleichung 
du? — 3u = cos®. 


Diese Form vergleichen wir mit der goniometrischen Formel der Tri- 
sektion des Winkels 9, d. h. mit 


a Y 
5 Pu hl ‚are 
4 c08" 3 tos Cosi), 


und entnehmen ihr das Resultat u = cos; da aber jetzt 9 ohne 


Änderung der rechten Seite auch durch $+ 2x und durch 9 + 4x 

ersetzt werden kann, so erhalten wir 

+27 +47 
3 3 ; 





Y 
YU=(05—; U 608 


und daraus 
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— 2Ya- cos”; = Vater ie. y=2Ya- de, 
d.h. die Wurzelwerte können in diesem Falle durch Ausziehung einer 
Quadratwurzel und durch Dreiteilung eines Winkels berechnet werden. 

Der besprochene Fall, bei dem a? > b? ist, heißt der „casus irre- 
dueibilis“; das hier verwendete Wort „irreduzibel“ hat mit der früher 
eingeführten Bedeutung desselben nichts zu tun. 


$ 97. Aus (10), 8.112 folgt 





0° + 30,0 +3,E +4 = a — )E— Re) — 85) 
= [a (tt BB) + Rt Rt 2203)0 — 2,0905] 


und daraus durch Vergleichung entsprechender Koeffizienten 


ee get 
30, 
(19) dt Dglg rt 03%, = Fa 
a 
ar EN, 


Die linken Seiten dieser drei Gleichungen werden von den ele- 
mentarsymmetrischen Funktionen der drei Größen x&,, &g, 43 
gebildet, (19) gibt ihre Darstellung durch die Koeffizienten der Glei- 
chung mit den Wurzeln &,, &, &. Mit ihrer Hilfe können wir nun 
folgende Transformation machen: 


lu tat) (art) (art) 





_ 4 t%t% 2% ++ % _AraTt% 
- (m - (Teaser )(- 3 )(@ 3 ) 
=5(+ +2. - 9-5) +28 -%)-2%—%+ 225) 
mu + Kg Er A (at ++ 2a 


2 } 
Ar U + 832%, ) 35 6358|; 


Vb’— a’ — 135 zu (& — 23) (0 — 33) (X — 2) | 
> +5 3y3i (2° 4 2° + 3° %,) 


3 3V3 
v2 (+ rt el: 
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b+ VW" —a’ — ES ham Ai BIER tt) 
+3 _— ie (223° + 2923°+232,°) + 622 | 
1 b} 
07 [2,°+ + % + 305° (70 + 1704 % 0) 
+ 307° (+ Lg + 2X) + 62,2,2, | 


3 
su + er + 095° + @, 2) | (@ =] oder = 2). 


Hiernach ist also die in die Lösung eingehende Kubikwurzel 





3 ee 
Vo +V#— a’ — = (24 05°, + 0,°°%,) 


eine rationale Funktion der Wurzeln x,, &,, %,, genau wie vorher die 
Quadratwurzel 


ve-o-— 
Kr yı108 


Auch bei den Gleichungen zweiten Grades bemerkten wir Ähnliches. 
Ist die Gleichung 


ae %g)(&ı — 25) (dig — %5)- 





w+2a2+W,=0, 
dann tritt in ihre Lösung die Wurzel (Gl. (7), S. 110) 


$ 98. Durch die Formeln (19) läßt sich die Aufgabe, die Größen 


u, v, w zu bestimmen, die den drei Forderungen 
utv+w=4a, 
uv+tvwtwu=b, 
uvw= 6 
genügen, in denen a, b, c gegebene Werte sind, auf die Lösung der 
kubischen Gleichung 
— ar +br— c=0 
zurückführen; die drei Wurzeln der Gleichung geben, in irgendwelcher 
Folge genommen, die Größen u, v, w. | 
$ 99. Die allgemeine Gleichung vierten Grades oder die 
biquadratische Gleichung hat die Form 
(19a) ax + 4a, + 6a,0?+4a,c +a,— 0 (a,=+0). 
Durch die Substitution 
a 


er 
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nimmt sie eine Gestalt an, in der das Glied mit y? wegfällt, und die 
wir als Normalform bezeichnen, 


(20) Y+6bay+4bytc=0, 
wobei 
A, — A,” y — %% — 39,4, a, + 2a, 


ER Eg 
? 3 ’ 
A, a, 





(21) 


3 2 2 4 
_h y—4a, 4,4; + 6a,a, a, — 3a, 


4 
a, 





(Daß eine ähnliche Vereinfachung bei der Gleichung n‘* Grades 
Wat naa"i+ a +---+na,_,c+a,=0 


durch die Substitution 


a, 
I RNerg 


hervorgerufen wird, derart, daß in der transformierten Gleichung das 
Glied mit y”-1 fortfällt, ist leicht ersichtlich. Auch in diesem Falle 
wollen wir die Bezeichnung Normalform einführen.) 

Wir setzen nun für die Unbekannte y eine Summe aus drei 


Summanden 
y-=s+tt+u; 


dann folgt durch zweimalige Erhebung in das Quadrat 
Y— (?+HP+W) = 2(u+us+st), 
Y— 2 HP HN + HH) Au + Aus + st) + Sstuy. 
Diese Gleichung wird identisch mit (20), wenn wir setzen 
++ W=—B3a, 
(22) su= — = b, 
(+ HN IHR) = 0, 


woraus für die elementarsymmetrischen Funktionen von s?, t?, u? sich 
ergibt 
++ W=— 3a, 


(23) a a aka “ (9a?—c), 
242 ,,2 — ar 2 
Su al 


Die drei Größen s?, #?, u? sind daher ($ 98, S. 120) die Wurzeln einer 
kubischen Gleichung 


(24) 2?’ + 3a2?+ 9-0, —- #0, 
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die durch die Substitution 
z=w—aqa 


übergeht in die Normalform 
(19b) 4w? — Bar+c)w+ (ac—a?—V) =. 


Die Auflösung dieser kubischen Gleichung liefere die drei Wurzeln 
%,, Wg, W,, dann ist 


N ZEHN Be DB N DER ger . 
s®=-w-a F=w-—ıa, W=wW—t; 


s=-+Yw-a, t=+Vw-a, u=-+Yw-a. 


Hierin sind die Vorzeichen der drei Quadratwurzeln nicht unabhängig 
voneinander. Das kommt daher, daß durch den Übergang von (22) zu 
(23) fremde Lösungen in das Problem der Bestimmung von s, t, u ein- 


geführt sind, indem zu den Werten, für die stu= — —b ist, noch 
durch den Übergang zu s?{?u? die Werte hinzugefügt sind, für die 
su=+ — wird. Um diese wieder auszuschalten, setzen wir die 
Werte an 

s-+Ym-—a, t=-+Ym-a, u-— gu 
wobei die Vorzeichen der beiden Quadratwurzeln, unabhängig vonein- 
ander, willkürlich gewählt werden können. Geht man mit den vier 


dabei möglichen Annahmen auf die y und von da auf die x zurück, 
so kommt man auf die Werte 











EEE, = ER ı 
477 1 VamiachVanzlas ee 
a ae b 
am. + Vie = Vm et De 
(25) 1 2 
a, b 
nB—-— Vor a w,— _— 
: ) 4 ' dal ? 5 2Yw, -ayw,—a’ 
Pe en b 
u man nl) Wi U ZH me Zg 
5 A, m hu 2 Yw, —ayw, — a 


So ist man zu den Wurzeln von (19) durch Auflösung einer ku- 
bischen Gleichung und durch zwei Quadratwurzelausziehungen gelangt. 
Aus der Identität 


0,20: + 4a,a°® + 6a,2? +42 + = mE — )(E— R)(— 2) (2 — 2) 


folgen dıe Relationen zwischen den Koeffizienten und den Wurzeln 
der vier Größen (25) 
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BF BE Fu tn + u = tt — 


26°) 2 


4a, 

0 

a 

LK lH AR 
0 


$ 100. Aus (25) ergibt sich sofort durch Addition unter Verwen- 
dung der ersten Gleichung von (27) 


eg 2 1 
2s =-2Yw — a= Kg = =, ut -% 2), 
5 oe Tee 2 1 
(Ma)t2t = 2 yw—a=n+ + = (4-49), 
Sr 2 1 


Man erkennt, daß die lineare Funktion der vier Wurzeln 


bei allen 24 möglichen Vertauschungen der vier x untereinander 
sechs Werte, und daß ihr Quadrat 


D) 
(2 a kl u) 
nur drei Werte annımmt. 


$ 101. Bei der Auflösung der Gleichung (19b) ist die Funktion 
von Wichtigkeit, die wir, wie früher, als Diskriminante von (19b) be- 
zeichnen und die in engem Zusammenhang mit der Funktion 


A, = (w, — w,)’(w, — wz)”(wg — Wa)” 
steht. Nun findet man aus (25), wenn man die Wurzel w, einführt, 
22V -a+ Va), 1-2 -2(Ym—a+ Va), 
u —=2(VYm—a+ Vw,-a), 
—1—=2 (Vw,— a Rn Vu; — a), a a Sz 2(Yw, —a ic Vw—a), 
2 — 2, = 2(Yw —a— VYw,—a), 
und daraus, wenn wir abkürzend 
N, = (4 2) — 5) (3 — 2) (0 1) — 2) la a)’ 


setzen, die Beziehung | 
(24a) A,=4#°A,- 
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Gesetzt nun, alle vier Wurzeln x,, &,, %, ©, wären reell, dann 
wird A,, also auch A, positiv, oder beim Auftreten gleicher Wurzeln 
A,=0, A, =I. 

Sind zwei der Wurzeln, etwa x, und &,, reell und voneinander 
verschieden, während die beiden anderen konjugiert komplex sind, 
2% =p+gi, =Pp— gi bei gqg+0, dann wird 

A, = (1%) (a -P- N) pt) 
[a pP gi) -Pp+ qm) -(2gi)’ 
= 4a, 2) mp’ + Ua -P’ rd; 


sgan A, =sgen A, = —1. 


also 


Bilden die vier Wurzeln zwei Paare konjugiert komplexer, voneinander 
verschiedener Größen 


zz =mH+tni, 8=m—ni,, SB=p-+ql, m=r—di, 
so wird 
A, = 2ni’Rgi)’Im—p)’ + aD mp)’ + R+g)/]); 
sgan A, =sgnA, =-+t]1. 
Umgekehrt: Hat die Gleichung (7) in w drei reelle Wurzeln, 
dann ist 
sgsnA,=sgnA,=+]1, 


so daß die Gleichung (19) in x entweder vier oder keine reelle Wurzeln 
besitzt. Hat die Gleichung in w nur eine reelle Wurzel, dann ist 


sgsnA,=sgan A =-—1, 


so daß die Gleichung in x zwei reelle Wurzeln besitzt. Hat endlich 
die Gleichung in w gleiche Wurzeln, dann ist 


sgn A, =sgnA, =(0, 


so daß die Gleichung in x ebenfalls gleiche Wurzeln besitzt. 

Wir nennen nun die Gleichung (19b) in w die kubische Resol- 
vente!) der Gleichung (19) in x und fassen die in diesem Paragraphen 
hergeleiteten Resultate so zusammen: 

Hat die kubische Resolvente einer biquadratischen Glei- 
chung drei reelle, voneinander verschiedene Wurzeln, so hat 
die biquadratische Gleichung nur verschiedene, und zwar 


1) L. Euler nennt ‚„aequatio resolvens“ eine Gleichung niederen Grades, 
durch deren Lösung die Lösung einer Gleichung höheren Grades vermittelt wird 
(Comment. Acad. Petrop. ad annum 1732 et 1733, T. VI, p. 220). 
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keine oder vier reelle Wurzeln. Hat die kubische Resol- 
vente nur eine reelle Wurzel, so besitzt die biquadratische 
Gleichung zwei verschiedene reelle und zwar konjugiert 
komplexe Wurzeln. Hat die kubische Resolvente gleiche Wur- 
zeln, so auch die biquadratische Gleichung. 


$ 102. Die Darstellung der Wurzeln &,, X, %, x, als Radikal- 
größen der Koeffizienten a,, a,, ..., a, geschieht nach unseren Ent- 
wicklungen auf folgendem Wege: Zunächst ist die Gleichung (19b) in 
w aufzulösen. Dies erfordert die Ausziehung der Quadratwurzel aus 
der Diskriminante der w und führt auf 

(w; — w,)(Ww, — ws) (W, — W;) 

— +42, — 22) (8 — 23) (8 — 4) (R — 2) (0 — Ru) (3%), 
also auf eine rationale Funktion der Wurzeln x. Der zweite Schritt be- 
steht in der Ausziehung einer Kubikwurzel und führt auf die Funktion 


(m, + 9;w, + 0’w,). 
Nun liefert (21) wegen (3) 
1 1 
Ye raten + 9504) — 15 (0 +%)@ + 2%), 
1 I 
2: alter + 232,) — 15 (0 +23) + 2%), 


1 1 
Ye raten + 2995) — 15 (A +2) +23), 
und es wird 


+ (wi +@;W,+93’W;) — o (RB t232%,)+@5(@ Rt220,) +08 +2 25))) 


also eine rationale Funktion der Wurzeln x. Der dritte Schritt fordert 
die Quadratwurzeln 


Yu —a, Yu -a, Yw-a; 

nach (25) haben diese die Werte 

Gt.) Msn - U M-Uut%t%), 
sie sind also wiederum rationale Funktionen der vier Wurzeln «,. 

$ 103. Die vorgetragenen Lösungsmethoden für die Gleichungen 
des dritten und die des vierten Grades stammen von Euler, der sie 
in den Comment. Acad. Petrop. VI, p. 216, derart darlegt, daß er bei 
der kubischen Gleichung 


®=axc-+b 
für x einsetzt 
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und bei der biquadratischen Gleichung 


=arRr +bc-+c 


x=VA+YBHYO. 


Andere Lösungsmethoden sind folgende: Rene Descartes setzte 


(Geom. III. 1637) 

+ar®+be+c= (a +paH+g)(®®—pr-+r) 
und berechnet die Unbekannten 9, g, r mit Hilfe einer kubischen 
Gleichung; die biquadratische Gleichung zerfällt dann in zwei quadra- 
tische Gleichungen. 

Luigi Ferrari, ein Schüler des Cardano, bildet (1545) 
"+2a+bR+ca+d=(Ü+ar+ P)’— (Qx+ BR), 
berechnet aus dieser Annahme P, Q, R und findet dann die vier Werte 

von & durch die Lösung der Resolvente 


@+ax+P=+(Qx+R). 


Auf eine Lösung von prinzipieller Wichtigkeit, die Lagrange 
gegeben hat, werden wir später einzugehen haben. 


für & 


Achtes Kapitel. 


Wurzelexistenzbeweise. 


$ 104. Die Frage nach der Existenz der Wurzeln algebraischer 
Gleichungen ist im voraufgehenden für die Gleichungen der vier 
niedrigsten Grade durch die Herstellung der Wurzeln erledigt worden. 
Für die Gleichungen fünften (und jedes ungeraden) Grades ist die 
Existenz einer Wurzel leicht aus Gründen der Stetigkeit herzuleiten; 
daraus folgt die Existenz bei den Gleichungen fünften Grades durch 
Herausziehen eines Wurzelfaktors das Vorhandensein von vier weiteren 
Wurzeln als Wurzeln einer Gleichung vierten Grades, während dieser 
Schluß bei den Gleichungen höherer Grade versagt, da er zwar von 
den Gleichungen ungeraden Grades auf die um eine Einheit im Grade 
geringeren, also auf Gleichungen geraden Grades zurückführt, für diese 
aber vollkommen im Stiche läßt, sobald das absolute Glied des Glei- 
chungspolynoms positives Vorzeichen hat. 

Der Beweis für die Gleichungen des Grades (2» +1) mit reellen 
Koeffizienten a, b,..., d 


f(a) = gartHı Laer Lbarr-It.. +d=0 
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gestaltet sich so: Es ist das Gleichungspolynom zunächst in die Form 
zu bringen 


d 
f)=rt(l+a tat tan): 


weiter kann ($ 36, S. 40) eine absolute Größe & gefunden werden, 
derart, daß für jedes x, bei dem |] >38 ist, die Klammer auf der 
rechten Seite der letzten Gleichung beliebig wenig von ihrem ersten 
Summanden 1 abweicht, also hier insbesondere, daß sie positiv ist. 
Daraus folgt dann 


Bon (2) =sgenaart!i=seng, wenn |2|>5$; 


also wird f(x) für hinreichend hohe positive Werte von x positiv und 
für hinlänglich hohe negative Werte von x negativ. Es läßt sich dem- 
nach ein Intervall von + x, bis — x, bestimmen, in dessen Anfangs- 
punkt f(x)=f(x,) positiv, hingegen in dessen Endpunkt fx)=f(—x,) 
negativ ist. Wegen der Stetigkeit von f(x) nimmt die Funktion jeden 
Zwischenwert im Intervalle (x,---—x,) an, also auch den Wert 0. 
Geschieht dies für den Wert x = &,, so ist f(&,) = 0, d.h. &, ist ein 
Wurzelpunkt von f(x). 

Für Gleichungen geraden Grades mit reellen Koeffizienten, deren 
letzterer — das absolute Glied — negativ ist, 


fa) = a?" + ae" I + bar"? .-.-+ece (sguc=—1), 


kann man ähnlich schließen: Zunächst läßt sich eine absolute Größe & 
bestimmen, so daß für jedes x, deren Betrag die Größe & überschreitet, 


sgn er) = sg" — +1 ((2|>8) 
ist. Weiter hat man für das absolute Glied des Gleichungpolynoms 
sgn fO)=sgenc=—1. 
Es geht daher f(x) in jedem der beiden Intervalle (@,---0) und 
(O0 .--— x,) durch Null, d. h. in jedem von ihnen befindet sich ein 
Wurzelpunkt des Polynoms f(x). Durch diese Schlüsse ist die Existenz 


zweier Wurzeln, einer positiven und einer negativen, der Gleichung 
f(x) = 0 sichergestellt. 


$ 105. Der Erste, der einen strengen Beweis für die Existenz 
der Wurzeln einer allgemeinen Gleichung n!" Grades gab, war 
C. Fr. Gauß in seiner Doktordissertation, Helmstädt, im Jahre 1799. 
Er ließ seinen Darlegungen eine Kritik der bis dahin gemachten Be- 
weisversuche voraufgehen und wies ihre Unhaltbarkeit oder Unvoll- 
ständigkeit nach. In der Folge veröffentlichte Gauß noch drei weitere 
Beweise, deren letzter mit dem von 1799 in dem wesentlichen Ge- 
dankengange übereinstimmt, während die beiden mittleren auf völlig 
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anderen Prinzipien beruhen. Nach Gauß wurde noch eine ganze Reihe 
von Beweisgängen gefunden, von denen wir einige, ihrer Anlage nach 
verschiedene, besprechen wollen. Wir beginnen mit dem vierten Gauß- 
schen Beweise, der sich vom ersten durch die offene Benutzung der 
komplexen Größen unterscheidet, die in diesem nur versteckt auftreten; 
dann aber auch dadurch, daß der vierte Beweis die Existenz sämt- 
licher » Wurzeln mit einem Male darlegt, während der erste schritt- 
weise vorgeht, wie das im ersten Paragraphen dieses Kapitels ange- 
deutet ist. Da diese Methode die Darstellung einfacher gestaltet, so 
wollen wir ihr folgen, also die Existenz einer Wurzel für jede alge- 
braische Gleichung n‘® Grades nachweisen. 


$ 106. Die zu lösende Gleichung sei 
(1) fa)= a" + A T+ Bar?’ t. 0, 


wo A, B,... komplexe Größen bedeuten, deren Normalform durch 
die Festsetzungen (vgl. Grundlehren I, 1, S. 376) 


a-altc), Be3[h] 


gegeben ist. Auch für das Argument x tragen wir in f(x) die Normal- 
form komplexer Größen in der Gestalt (vgl. Grundlehren ibid.) 


srl 


ein; wir fassen dabei x und o als Polarkoordinaten des Punktes x in 
der Ebene der komplexen Werte auf. Durch diese Einführungen geht 
f(x) bei Trennung des reellen Teils vom imaginären in die Form 
(T-+:Ü) über, wobei sich ergibt 


9 2 
© U=r"sinno+ar"isin [e+{n—1)o]+br”"?sin[P+{n—2)e]+:-. 


Jede Wurzel von f(x)=0 ist folglich dadurch charakterisiert, daß 
für die ihr zugehörigen Werte r, g gleichzeitig 7 und U verschwinden. 

Zunächst wollen wir aus der unendlich ausgedehnten Ebene ein 
endliches Flächenstück herausschneiden, außerhalb dessen sicher kein 
Wurzelpunkt von f(x) vorhanden ist. Am einfachsten ist es, für dieses 
Flächenstück das Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkte = 0 zu 
wählen, d. h. für r eine Grenze zu bestimmen, die der absolute Be- 
trag einer Wurzel von f=0 nicht überschreiten kann. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir die Gleichung für r als Un- 
bekannte 


(3) ar are. )= YAr)=0, 
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die wir in die Form bringen wollen 


Bei _2 : 
(3a) en +brr? + ...; 
aus ihr geht hervor, daß die Gleichung (3) eine reelle Wurzel, und 
zwar eine wesentlich positive hat. Denn die rechte Seite der Glei- 
chung (3a) nimmt für wachsende Werte von r stets ab; ferner hat 
sie für r= 0 den Wert oo, und für r= oo den Wert O0, nimmt also 
einmal und nur einmal für ein positives r—= R den Wert der linken 


Seite ine an. Demnach ist es klar, daß für jeden positiven Wert 
von r, der > R ist, der Wert von 


(4) 7 ar ihr) = 06) (r>R) 
positiv sein wird. Das gleiche gilt von der Funktion 


0 7 -la-Dam-i+ aa '+..1- 00), 


da sie das n-fache der Funktion Q(r) um die positive Größe 


ar" 7i+ 2brr7?+- 3er "° + --- 
übertrifft. 


S 107. Es ist nun leicht zu sehen, daß keine Wurzel der Glei- 
chung f(x) = 0 einen absoluten Betrag haben kann, der größer als R 
ist, daß also keine der vorhandenen Wurzeln außerhalb des Kreises 
mit dem Zentrum O und dem Radius R sich befindet. Ist nämlich ein 
Punkt mit r=r, > R und beliebigem Werte von og gegeben, so ist 
für diesen entweder cos no au, oder sin no ES; daher wird 7 
bzw. U aus (2) größer als Q(r,) oder gleich Q(r,), also positiv, wie 
dies sofort die Vergleichung der einzelnen, einander entsprechenden 


Glieder der beiden Polynome zeigt. Wenn dagegen für den Punkt 
cos no s— n oder sin no<— a ist, dann wird 7 bzw. U aus (2) 
kleiner als — Q(r,) oder gleich — Q(r,), also negativ, wie die Ver- 
gleichung von 7 bzw. U mit — Q/(r,) zeigt. Wegen der Beziehung, 
die für jedes o gilt, 

sin’no + cos’noe=1, 


muß für jeden Punkt einer der vier Fälle, die wir soeben angeführt 
haben, nämlich 
sınne <-— Pe 


y3 


one >, sinn, ne <-, 


Netto: Algebra 9 


? 
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eintreten; daher können bei »,— R nicht T und U gleichzeitig ver- 
schwinden und ebensowenig kann es T+:U=f(«). 

Um das Verhalten von 7’ und U in Beziehung auf die Vorzeichen 
und deren Wechsel bei einem bestimmten, AR überschreitenden Werte r, 
von r noch mehr ins Licht zu setzen, lasse man r konstant = r, sein, 
und o alle Werte zwischen zwei, um 2x voneinander verschiedenen 


Grenzen durchlaufen. Dazu kann, wenn Fer = o zur Abkürzung gesetzt 


wird, —o und (8n—1)» als untere und obere Grenze gewählt wer- 
den. Den ganzen Zwischenraum teilen wir dann in 4n gleiche Teile, 
so daß der erste sich von —o bis + ®, der zweite von & bis 3o, 
der dritte von 3o bis Do, ... erstreckt. Diese Intervalle bezeichnen 
wir mit [1], [2], IR ---, [4»] und sehen sofort, daß in 


R]Ftosno real ne <- 5, Tee 


r ’ 





[2] sinn 2, U>0|[4] nm <—.;, ag 
(6) 
[5] cosne > w An D 


7m ’ 
ist. Um das Verhalten von 7’ in den Intervallen [2], [4], [6], ... 
und das von U in den Intervallen [1], [3], [], -.. festzustellen, bil- 


den wir die Ableitungen 7’, U’ beider Funktionen nach der Größe o 
als unabhängigen Veränderlichen. Man erhält dabei 


[16] sinne >-— a 


T'= — nr" sinno — (n—1)ar”-!sin(n—1)o+a«) 
9) — (n—2) brr? sin(n—2)e+Pß) — 
U—= nr" cosne + (n—1)ar"-!cos(n—1)e+ «) 
+ (n—2)brr =? cos(n—2e+Pß)+::-: 


Die eben besprochene Beweisführung, aus der (6) folgt, läßt sich nun 
auch auf 7’, U’ und Q’ in (5) anwenden und ergibt: es ist in 


1] U°>0; [2] 7<0; 8] U’<O0; ‚KM Zi 
[517 077> Dr 37627 re 
Hieraus und in Verbindung mit (6) zieht man folgende Schlüsse: 
In dem ersten Intervalle, d.i. vne=—o bisoe=+o it T 


stets positiv, U hingegen für den Anfangswert negativ, für den End- 
wert positiv, mithin dazwischen gewiß einmal = 0, und zwar nur ein- 
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mal, da wegen U’>0 der Wert von U im ersten Intervalle stets 
wächst. 

In dem zweiten Intervalle, d.i.vvne=+obise=+ 3. ist U 
stets positiv, 7 zu Anfang positiv, am Ende negativ, dazwischen ein- 
mal = (0, und zwar nur einmal, weil in dem ganzen Intervalle 7” < O0 
ist, 7 also stets im zweiten Intervalle abnimmt. 

In dem dritten Intervalle ist 7’ stets negativ, U einem Zeichen- 
wechsel unterworfen, so daß einmal U=0 wird. 

Im vierten Intervalle ist U stets negativ, 7 einmal = (0. 

In den folgenden Intervallen wiederholen sich in gleicher Ord- 
nung diese Verhältnisse, so daß das fünfte dem ersten, das sechste 
dem zweiten usf. gleich steht. 

Den Punkt des zweiten Intervalles, in dem 7’ verschwindet, be- 
zeichnen wir mit {1}; den im vierten, sechsten, achten, ... (2a) 
Intervalle, in dm T7T= 0 wird, mit {2} bzw. mit {3}, {4},..., {«}, 
bis zu dem Punkte [2n} des (4n)‘® Intervalles, für den 7 ver- 
schwindet. Man bemerke dabei, daß für die Punkte {1}, {3}, {5)},... 
die Funktion U positiv, für die Punkte {2}, {4}, [6},... hingegen 
negativ sein wird. 


$ 108. Die Gesamtheit der Punkte in unserer Ebene, für die 7 
positiv ist, bildet zusammenhängende Flächenteile, wie fast von selbst 
erhellt, wenn man erwägt, daß bei einem stetigen Übergange von einem 
Punkte zu einem anderen 7’ sich stetig ändert; solche Flächenteile 
mögen als solche „erster Art“ bezeichnet werden. Ebenso bilden sämt- 
liche Punkte, für die 7’ negativ wird, zusammenhängende Flächenteile. 
Zwischen den Flächenteilen der ersten Art und denen der zweiten 
liegen Punkte, in denen 7’= 0 wird. Diese Punkte können nicht auch 
Flächenstücke, sondern nur Linien bilden, die einerseits die einen, an- 
dererseits die anderen Flächenteile begrenzen. Daß diese Punkte keine 
Fläche erfüllen, sieht man leicht. Erfüllten sie ein Flächenstück, dann 
verbinde man einen Punkt in seinem Innern durch einen Strahl mit 
dem Anfangspunkt der Koordinaten; alle Punkte des Strahls hätten den 
gleichen Wert og, des Winkels o; und die Gleichung vom n‘®” Grade in r 


r" cosno, + ar""!cos(« + (n—1)e,) 
+brr?cos(p +n—2g,)+t:::=0 


hätte unendlich viele Wurzeln, ohne doch bei passend gewähltem o, 
identisch zu verschwinden. 

Die außerhalb des Kreises r=r, liegende Fläche enthält » Flächen- 
teile der ersten Art, die mit ebensovielen der zweiten Art abwechseln, 
und von denen jedes, von einem Stücke der Kreislinie r = r, an, zu- 
sammenhängend sich ins Unendliche erstreckt. Zugleich aber ist klar, 

9* 


© 








132 Achtes Kapitel. Wurzelexistenzbeweise 











daß jedes dieser Flächenstücke sich über die Kreislinie hinweg in den 
inneren Raum fortsetzt. Wir wollen eine Begrenzungslinie eines sol- 
chen Flächenstückes in das Innere des Kreises r = r, hinein verfolgen 
und zwar etwa die im Punkte {1} des Intervalles [2] einsetzende Linie 
T=( in der Richtung von außen nach innen. Ist das der Fall, so 
hat man beim Eintritt ins Innere des Kreises von {1} aus ein Flächen- 
stück mit positivrem 7’ zur Linken und eins mit negativem 7 zur 
Rechten der Fortschrittsrichtung. Dies bleibt unverändert, solange die 
Fortschrittsriehtung unzweideutig gegeben ist. Wenn dies aber auf- 
hört (was nur da eintreten kann, wo sich die Linie 7= 0 in mehrere 
Teile spaltet), dann wähle man als Fortsetzung einen solchen Teil der 
Linie, daß auch für ihn ein Flächenstück mit positivem 7’ zur Linken 
und eins mit negativem 7’ zur Rechten der Fortschrittsrichtung liegt 
(was nur bei einer Spaltung der Linie 7T= 0 auf mehrere Arten ge- 
schehen kann). In dieser Weise gehe man fort, bis man wieder an 
den Kreis r = r, gelangt. Dann hat man beim Austritt aus dem Innern 
des Teils 7 > 0 zur Linken, also beim Eintritt umgekehrt zur Rechten. 
Also gehört der Punkt zu der Reihe {2}, {4}, {6}, ---, {2n}, durch 
die man bei wachsendem go von negativen zu positiven Werten von 7 
übergeht. Nun sahen wir am Schlusse von $ 107, daß in den Punkten 
{1}, {3}, {5}, --- U positiv, und in den Punkten {2}, {4}, {6}, --- 
U negativ ist. Die von uns durchlaufene Linie ({1}--- {2x}), für 
deren Punkte 7= 0 war, beginnt also mit einer Stelle, in der U>0, 
und endet mit einer solchen, in der U< OÖ ist. Folglich hat man beim 
Durchlaufen mindestens eine Stelle passiert, in dr U=0 ist, d.h. da 
in ihr auch 7 = 0 wird, einen Wurzelpunkt von f(x). 


Hierdurch haben wir den Beweis für die Existenz einer Wurzel 
geliefert. Seine Stärke beruht in der großen Anschaulichkeit der 
Schlüsse; seine Schwäche in der als selbstverständlich angenommenen 
Identität geometrischer und analytischer Stetigkeit. Auf die hierbei 
auftretenden Schwierigkeiten haben wir schon oben ($ 30, 8.33) auf- 
merksam gemacht. 


8 109. Auf ganz anderen Überlegungen beruht ein von Cauchy 
gegebener Beweis der Wurzelexistenz (Analyse algebrique, 1821, chap. X, 
p. 329ff£.). Cauchy geht so vor. 


Gesetzt, f(x) = 0 sei die zu lösende algebraische Gleichung n* 
Grades, und x, irgendein konstanter Wert. Wäre f(z,) = 0, so hätten 
wir in x, bereits eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0. Wir nehmen also 
an, es wäre f(z,) #0. Ferner möge f”(z,) die erste nicht verschwin- 
‘dende der Ableitungen 


(7a) fa) Fk) =) 


Cauchys Beweis des Fundamentalsatzes 135 








sein. Daß diese Reihe nicht aus lauter verschwindenden Gliedern be- 
steht, folgt aus (7) $ 32, S.37. Denn es wäre sonst 


+) = fo) HH Et 


woraus unter dieser Annahme folgen würde, daß f(x,+h) unabhängig 
von h, also eine Konstante wäre. Man erhält nun, wenn f”(x,) das 
niedrigste von Null verschiedene Glied aus (7a) bedeutet, 














Farb a) A ES FERE 2. Dir 
WETTE ar ar > (A -+-1)! f(x) 0 
Be. | en eilt: 
f@o) <|1+ er tler * Ir 








und wenn wir die Normalformen für komplexe Größen einführen, 


= oo], ne -4|; 2 (#«=4,1-+]1,...,n), 





dann ergibt sich 


h 
(8) nn |< 145g ; Go+r)] + hrso’t?+- 


A 


Meat 
und beschränken o durch die Bedingung 


wu e 
; 1 
t.o*<1, also e<V+ 

Dadurch entsteht als erstes Glied der rechten Seite von (8) 





.. . 7U 
Zunächst setzen wir o= , also 


11-0] = 1— bo‘ 
und daraus 








en | So hu no nee 


< fa eg ed, ..) 
fi b 
Jetzt verfügen wir, was nach $ 32, 8. 37 stets möglich ist, über die 
Größe o derart, daß die letzte Klammer positiv ist, die rechte Seite 
daher <]1 wird. Die linke Seite ist ihrer Natur nach positiv; dem- 
nach erhalten wir für hinreichend kleine Werte von o 


a+n |< Ita) Re, 7]; re@l>0). 
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Gesetzt nun, die Funktion |f(x)| nehme an irgendeiner Stelle einen 
Minimalwert an, etwa für 2=z,, so muß |f(x,)| = 0 sein, da sonst 
die letzte Relation zu dem Widerspruche leiten würde, daß (2,+ h) 
auf eine Norm |f(x„+h)| führt, die kleiner ist als |f(x,)|- Aus 
'f(a)| = 0 folgt dann sofort f(x,) = 0; d.h. x, ist eine Wurzel von 
f(x) =0. Auf diese Weise ist das Bestehen einer Wurzel von f(x) 


nachgewiesen. 


$ 110. Hierbei ist zu bemerken, daß dieser Beweis das Bestehen 
eines Minimums für den absoluten Betrag von f(x) voraussetzt. Das 
ist aber keine selbstverständliche Annahme. Ist z. B. der Inbegriff aller 
reellen unechten Brüche vorgelegt, so gibt es in diesem Zahlensystem, 
zu dem ja die Einheit nicht gehört, kein Minimum. Wir wollen etwas 
genauer auf diese Verhältnisse eingehen. 

Ist ein System 5 von reellen Zahlen gegeben, die sich nicht ins 
negativ Unendliche erstrecken, dann gibt es eine Zahl g von folgen- 
der Beschaffenheit: 


I. Im Intervalle (—00.--9) kommt keine Zahl von $ vor; und 
II. entweder a) g gehört zu $; 
oder b) in jedem Intervalle (9---9 +0) bei jedem positiven, 
noch so kleinen Ö liegen Zahlen, die zu $ gehören. 


Dieses g heißt die untere Grenze für S$, und ım Falle Ila 
das Minimum von $. 

In der Tat, es reicht aus, um dies einzusehen, einen Dedekind- 
schen Schnitt (X, dB) zu konstruieren, wo W\ alle Zahlen « umfaßt, 
für die das Intervall (—-®---«) keine Zahl aus $ umschließt, und B 
alle Zahlen ß, für die das Intervall (— o--- 8) Zahlen aus S umschließt. 
Dann ist (A, B) = g, wie sofort ersichtlich ist. 

Ist S’ ein Teil von S, so hat auch $’ eine untere Grenze g’, die 
>g ist. Auch das sieht man sofort. Vgl. Grundlehren I, S. 331. 


$ 111. Für unsere Zwecke ist es erforderlich, folgenden Satz 
zu beweisen: Wenn Ö eine beliebig kleine positive Größe <1 
bedeutet, dann kann man eine absolute Zahl ,>1 von der 
Eigenschaft bestimmen, daß für alle Werte von x, deren 
absoluter Betrag größer ist als r,, der absolute Betrag der 
ganzen Funktion 


fe) We trete (+0) 
gleich einem Produkte 
|a2*|(1+ 6) (6 <Ö) 


wird. Aus der Gleichung folgt zunächst für jedes x 
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a, —1 A, —_— 2 A, _n 
—TW et we Bi 
a ir a les x % ii 
und daraus 
a y-1 9-2 EEE 6 38 f®) 
a, a, a, =|,0 |? 
und 
f(x [77 es ds, a 
sit Anı|4 But... 4 Son 
== a, a, 
Ist nun o der größte Wert unter 
a, A; 4, 
a FE re (+0), 
0 0 0 




















so liefert seine Einführung 


elle] + ja )+ + ler)< [in 











Sit oda] + a] +. +ları]), 


und da || >1 und gleichzeitig |x| > r, ist, 





nn <ı- 8 


TS 2] —ı1 = 














A, & 


Setzt man jetzt 
n>1+> (el>n>1+5), 
so kommt man auf 


f(&) 
1-9<||<1+9, 


ar A-N <A <SA+Nme”|, 
If@)| = laa”|(1 + 0) (\e\<0) 


Hierdurch ist die Richtigkeit des behaupteten Satzes nachgewiesen. 
Wir können ihn auch so aussprechen, indem wir ihn in geometrische 
Form kleiden: f(x) kann außerhalb eines mit dem Radius », 
um den Koordinatenanfangspunkt O geschlagenen Kreises 
für keinen Wert von x verschwinden. Ferner können wir diesen 
Kreis durch ein Quadrat mit den Ecken (r,, r,); — ro Yo), ro, — Fo)» 
(rg, —r,) setzen; denn das Quadrat schließt ja den Kreis vollkommen 
ein, da die Seiten des Quadrats Kreistangenten sind. Ebenso ergibt 
sich, daß die untere Grenze des absoluten Betrages |f(x)| im Innern 
des Kreises und des Quadrates zu suchen ist. 


$ 112. Nun ist es leicht zu zeigen, daß diese untere Grenze von 
'f(x); ein Minimum ist, also für einen Wert von x=y-+ iz auch wirk- 
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lich erreicht wird. Sie hat den Wert 0. Nun sei P,Q,R,S, das im 
vorigen Paragraphen definierte Quadrat von der Seitenlänge 2r,. In 
seinem Innern liegen Punkte 
(y/z), für die |f(y+iz)| der 
Grenze Null beliebig nahe 
kommt. Durch Parallele zu 
den Seiten teilen wir P,Q,RuS, 
in vier kongruente Quadrate 
von der Seitenlänge r,. Min- 
destens eins dieser vier Qua- 
drate enthält dann Punkte (y/z), 
für die |f(x)) beliebig klein 
wird, in seinem Innern oder 
auf seiner Begrenzung, soweit 
diese nicht zugleich zur Be- 
grenzung von P,% RS ge- 
hört. Das Quadrat mit dieser 
Grenze sei P,Q,R,S,, seine 
Seitenlänge ist r,. 

Dieses Quadrat zerlegen wir wieder durch Parallele zu den Seiten 
in vier kleinere, von denen wenigstens eins P,Q,R,S, Punkte der 





oben angegebenen Eigenschaft besitzt und deren Seitenlänge =, be- 


trägt. So können wir fortfahren und kommen zu Quadraten P,Q,R,S, 
von der Seitenlänge i 
san («= 0,1,2,3,...), 
die demnach beliebig klein gemacht werden kann. 
Wir bezeichnen die Koordinaten von P, durch n, und £&,, die 


von R, durch n, und £&,; dann definiert die aufsteigende Folge 


N1> Na» N39 + Nas Na+tır (N 
zusammen mit der absteigenden 
No May Mann Mar Marin ı Mr N) 
wegen 
1 


Ma 2 9x%- io 


einen Dedekindschen Schnitt, dessen Wert wir durch y=_4A be- 
zeichnen. 

In ähnlicher Art definieren wir den Wert z= B mittels des 
Schnittes, der durch die beiden Folgen 


Lehen. Mond Ir BEIN 


bestimmt ist. 
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Dann liegt der Punkt = y+iz=A-+iB in einem jeden der 
Quadrate 
PD. 9.248; (@=1,2,3,...). 


Nun kann man wegen der Stetigkeit der Funktion f(x) ein Quadrat 
P,@,R,S, angeben, dessen Punkte —=y-+iz sämtlich die Un- 
gleichung befriedigen 


fa)i-IfA+B)|<I, 


in der Ö eine beliebig kleine vorgegebene Größe bedeutet. Anderer- 
seits gibt es in P,O,R,S, mindestens einen Punkt z=5, für den 


fG@)I< 6 


ist. Aus den letzten beiden Relationen folgt 
ıfA+Bi)|<20, 


wie man erkennt, wenn man in der ersten der beiden Ungleichungen 
das noch allgemeine x durch den in der zweiten auftretenden Sonder- 
wert & ersetzt und die so entstandene Ungleichung zur letzten addiert. 
In dem so erhaltenen Resultate steht auf der linken Seite eine Kon- 
stante, auf der rechten eine Variable, die beliebig klein gemacht werden 
kann. Das ist nur möglich, wenn 


fA+DU)|=0, also fA+Bi)=0 


ist, d.h. wenn = A+ Bi eine Wurzel von f(x) =0 wird. 

Die untere Grenze der Werte von |f(x)| wird daher durch 
x= 4A + Bi wirklich erreicht, d. h. diese untere Grenze ist ein Mini- 
mum; die Lücke im Cauchyschen Beweise ist damit ausgefüllt, und 
die Wurzelexistenz für algebraische Gleichungen in aller Strenge be- 
wiesen. 


$ 115. Eine Reihe anderer Beweise benutzt die vollständige In- 
duktion; derart, daß der Beweis für Gleichungen des Grades 2’(2%+1) 
re fahrt Siem auf den für Gleichungen“ des Grades 2’-1(27+1). 
Wendet man die Methode dieser Überführung mehrfach hintereinander 
an, so gelangt man schließlich zu einer Gleichung ungeraden Grades 
und dadurch zum Beweise des allgemeinen Theorems der Wurzel- 
existenz algebraischer Gleichungen. 

Der erste derartige Beweis stammt von C. F. Gauß: Werke III, 
p. 31, vgl. 5.127. An späteren Beweisen der gleichen Kategorie sind 
zu nennen der von W.K. Clifford, den Walecki nochmals gefunden 
hat (Nouv. Ann. de Math. (3) II, p. 241, 1883), und der von P. Gordan 
(Math. Ann. X, p. 572). 
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$ 114. Wir haben früher bereits gesehen ($ 42; $ 62), daß, wenn 
x, eine Wurzel von f(x)=0 ist, dann das Gleichungspolynom f(x) 
durch den „Wurzelfaktor“ (e—x,) teilbar ist, 


fl) = @—- 2) h(@). 
Ist weiter x, eine Wurzel der Gleichung f(x) =, dann ist 


h@)= (@-)kR); 
daraus folgt 


fa) = a - a) 3%) (®) 
usf. bis zu 
fi) = Ga - u) - 3) -%) (2%). 


Die n Wurzeln brauchen nicht voneinander verschieden zu sein. 
Faßt man die einander gleichen Wurzelfaktoren zusammen, dann wird 
die letzte Gleichung die Form annehmen 


f(2) = aa (a2). (© 2," Gera Hr 


wobei die Größen z,, &g, ... -, x, untereinander verschieden sind (siehe 
$ 63) und jedes x, eine Wurzel von der Multiplizität r, darstellt. Sind 
alle Koeffizienten c,, €, &,..., €, reell, und ist 2, =@a+- bi eine Wurzel 
von f=0, so ist ,=a— bi auch eine solche, und zwar sind beide 
von gleicher Multiplizität (siehe $ 56). 


Neuntes Kapitel. 


Einwertige und zweiwertige Funktionen. 


$ 115. Aus dem Vorhandensein auch nur einer Wurzel der all- 
gemeinen Gleichung n‘®" Grades 


(1) fa) zu" — 14,0? +40,=0 


ergibt sich leicht die Zerlegung von f(x) in » lineare Faktoren ($ 114), 
so daß man schreiben kann 


(2) fa) = (a -a)@—-2)@ 2): (a 2,). 


Multipliziert man hier die rechte Seite aus und setzt die Koeffizienten 
der einzelnen Potenzen von x den entsprechenden durch (1) gegebenen 
gleich, so erhält man das System 
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Dr te IR, =(, 
Tatra t Tina 
(3) LU ae a ER =(3, 
X, KoXz 0 An _1IUn 6er, 


Diese Formeln geben die Koeffizienten der Gleichung n‘”" Grades als 
Funktionen ihrer n Wurzeln. 


$ 116. Wir wollen jetzt annehmen, die n Größen z,, 2, - - -, %, 
seien unbestimmt, so daß zwischen ihnen keine nicht identische Relation 


(4) FF, %, ..,%,)= 0 


besteht. Wir betrachten nun die linken Seiten der Gleichungen (3) 
und erkennen sofort, daB sie bei jeder beliebigen Umstellung der Ele- 
mente %,, 23, - . ., x, untereinander, also bei jeder Permutation dieser 
Elemente ungeändert bleiben. Funktionen, die diese Eigenschaft be- 
sitzen, nennt man symmetrische oder einwertige Funktionen. 
Neben diese treten die mehrwertigen Funktionen, die nach der 
Anzahl ihrer durch die Permutationen der Elemente hervorgerufenen 
Werte eingeteilt werden können. So hat man z.B. in den drei Funk- 
tionen von vier Größen x,, &,, &%, x, der Reihe nach 


Mu) 3) - U) - 3) u) 2); ls + ti % 


eine zweiwertige, eine dreiwertige und eine vierwertige Funktion. Der 
zweite Wert der ersten Funktion ist gleich dem negativ genommenen 
ersten; die weiteren Werte der zweiten Funktion sind 


DES a On 
und die der dritten obigen Funktion natürlich x,, z,, &,. 


$ 117. Aus dem Begriffe der symmetrischen Funktionen folgt, 
daß, wenn das Potenzprodukt 


DEN Ga mid) @ 
Gars la Era le 


n 


als Summand einer symmetrischen Funktion auftritt, dann auch jedes 
Potenzprodukt von der Gestalt 


a Ga, 0% An 
VE Ar Fake 7 
als Summand in dieser Funktion vorkommt, wo i,, ta, fs, . . ., ?, jede 
beliebige Permutation der Zahlen 1,2, 3,...,n bedeuten soll. Sind 
die Exponenten «&,, &, &,..., «&, sämtlich untereinander verschieden, 


so umfaßt die symmetrische Bildung n! Summanden; sind unter den 
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Exponenten v, gleiche einer Art, v, gleiche einer zweiten Art usf., 
so umfaßt die symmetrische Bildung nur 


N 
! ! 
Vy:Vg::.. 


Summanden. Die hieraus gebildete Summe bezeichnen wir durch das. 
Symbol 
8 (a rang ...,°n), 


und nennen sie eine eintypige symmetrische Funktion. Offenbar 
ist jede ganze symmetrische Funktion als Aggregat von eintypigen 
symmetrischen darstellbar. 

Unter Benutzung der neu eingeführten Bezeichnung können wir 
die Funktionen auf den linken Seiten von (3) schreiben 


ytB tat + =) = 8(&,), 
Gt yRt BR + = Ol) 2: S (8%) 

Ba) 1 m tm + - Sum) = S(8,%5%,) 
BER TE = 8(2%2...%,) = S(au%3... 29). 


Diese n Funktionen wollen wir die n elementaren symmetrischen 
Funktionen nennen. | 


$ 118. Neben sie treten, als gleichfalls ihrer Bildung nach be- 
sonders einfach, die Potenzsummen der x, 


ta tt it tel) = Blei) Frl za 


die wir einfacher mit s, bezeichnen wollen. Dabei ist der Analogie 
wegen S,—=n zu setzen. 

Wir wollen nachweisen, daß die s, sämtlich als ganze ganzzahlıge 
Funktionen der elementaren symmetrischen Funktionen €, , €, 3, ». +, €, 
darstellbar sind. 

Aus (1) und (2) folgt sofort die Gleichungsreihe 


Ne Zi TH "7° tr SB 

sfa)zutt!- a0 + tr ne 0, 
2a 2 1 2 

z1(@) = ar — antrat ga Feet 0, 


(i=1,2,3,...,R). 


Setzt man hierin für A die Werte 1, 2,3,...,n ein und summiert 
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die zu jeder einzelnen Zeile gehörigen Resultate, so ergibt sich die 
Gleichungsreihe 


ET EP EEE RER Near yo ee A ame 0, 
a LE le ER re EIER Yan den LA Re 0, 


2 EICHE a el 62 Gh en Re 0, 


oder zusammengefaßt 


(5) 8% = aISa-ı WIR 2 Te EIN Tre as ern 
(e=n,n+1l,n+2,...) 


Diese Relationen zeigen, daß man jedes s,, dessen Index « größer 
ist als (a—1), durch die (a—1) vorhergehenden Funktionen s,_;,, 
S .,„S,_.„ ‚und die Koeffizienten c,, %,...,c, darstellen kann. 
Danach ist s, durch s,, 5,, Sg, - --, 5,_, und die c, ausdrückbar; s,,, 
zunächst durch S,, Sg, 83, .. ., 5, nebst den c, und dann wegen des 
ersten Resultates auch durch die s,, Sj5 $3, -- -, 5,_, und die c, usw. 
Man erhält sonach für s, 


a—2) 


BE (3 st 9 Cine nn Qu): 


In dieser Formel kann natürlich der Index x jeden positiven beliebigen 
Wert annehmen; und unter den F", sind ganze rationale Funktionen 
zu verstehen. 

Für die s,, $}, 53, --., S,_, leiten wir Formeln, die (5) entsprechen, 
folgendermaßen her: 

Die elementaren symmetrischen Funktionen der (a — 1) Größen 


%y Igı +, I,_1 Yun rn V 


N 
bezeichnen wir für den Augenblick durch die Symbole 
LEN ec; 
zwischen ihnen und den elementaren symmetrischen Funktionen (3) 
G, (2, (3, a2 Gn 


bestehen folgende Relationen, deren Richtigkeit ohne weiteres ersicht- 
lich ist, 
Ka c == 2) 


(, = A. + FRE 
= A + Beh 


„= ER 
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Durch sie findet man sofort die Gleichung 


nn PR ET Er CU u? Me Le N (9 Ha) + 
(5a) us 2 (-ErrcH9)2 02 ET RR + ce”) 
(«<n). 


Setzt man hierin der Reihe nach «=1,2,3,...,n und summiert die 
erhaltenen n Resultate, so entsteht die Gleichung 


I = Cda—1 Tr (954 —2 Be =E CaSo er um (em "Fr ce” 22 i +). 


Die Klammergröße auf der rechten Seite enthält nur Summanden von 
der Produktform &,%,...x, und alle so gebildeten; jeder solche 
tritt (n— «)-mal auf; der eben angegebene z. B. je einmal in c(e+», 
RB RN). Folglich hat die Klammer den Wert (n—e«)c,, und 
die letzte F ormel geht in das Schlußresultat 


(6) ts re ae (e<n) 
über. Man hat also für die kleinsten Werte des Index & die Be- 
stimmungen 
Holen 0, 
Base F2G eV 
(7) Sg — gt 6% —-—3=0, 
Sn Se GSn-1 “FR (251-2 aß as N i 0. 
Hieraus ergibt sich der Reihe nach durch Einsetzung 
5, =0, 
erg 
g3=6G"— 20, 
3 
5, = 0° —dc,°c, + da?c, + 5,0? — de,c; — 56,6; + 9C,, 


Setzt man diese Formeln bis s, fort und wendet dann (6) für s,_,, 
„_9, ... an, so folgt die Richtigkeit des zu Anfang des Paragraphen 
behaupteten Satzes: Alle Potenzsummen s, sind als ganze ganz- 
zahlige Funktionen der elementaren symmetrischen Funk- 
tionen G, @%,..., ec, darstellbar 

Aus (7) findet man umgekehrt die Darstellung der c durch die s 
in folgender Form: 
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l!la=S,, 

21, = 3?’ — 5, 

I, =5?’— 35,5, + 25, 

4lc, = st — 65,’5, + 8555 + 35,5? — 6s,, 

5! = sı’— 10s,?s, + 205,5, + 158,55? — 308,5, — 208,5, + 245,, 


(9) 


Die c,, &, ..., ec, sind ganze, aber nicht ganzzahlige Funk- 
ereger 3,5, ...,.8,2.15,8,- 

Daß in allen Gleichungen (9) mit Ausnahme der ersten die Summe 
der Koeffizienten der rechten Seiten gleich Null wird, folgt aus der 
Annahme der Spezialwerte für die x, 


Bel el, Reel 

denn dafür gilt die Reihe von Gleichungen 

„1, g=Q, =, ut 0; say =s,=.=l, 
und die Substitution dieser Werte in (9) liefert den Beweis des be- 
haupteten Satzes. 

$ 119. Das Theorem aus $ 118 ist ein Spezialfall des folgenden: 
Jede ganze ganzzahlig-symmetrische Funktion ist als ganze 
ganzzahlige Funktion der elementaren symmetrischen Funk- 
tionen darstellbar. Wir geben dafür den Gaußschen Beweis 


(Werke, Bd. III, p. 36). 
Von den beiden Potenzprodukten 


m m m { 4 
Be a Aue und Go ana 


legen wir dem ersten oder dem zweiten die höhere Ordnung bei, je 
nachdem die erste nicht verschwindende unter den Differenzen 


an ET Ile ET Er al 
positiv oder negativ ist. Dann gelten folgende vier Sätze, auf die 
der Beweis des obigen Theorems sich stützt: 

I. Haben zwei Potenzprodukte dieselbe Ordnung, so sind ihre 
Exponenten der Reihe nach einander gleich; es ist somit bei gleicher 
Ordnung 

m, = U, My —Ue, --, M.— Un: 
II. Unter den Potenzprodukten, die mit dem vorgelegten 


(10) 2m... a, 


gleiche Dimension (m + m; ++ m,) haben, ist nur eine endliche 
Anzahl von niederer Ordnung als (10). Denn die Vorschrift über die 
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Gleichheit der Dimensionen beschränkt die Höhe der Exponenten auf 
endliche Grenzen. 
III. Dasjenige Glied aus der symmetrischen Summe 


(1 Serena ein) 
ist von höchster Ordnung unter allen in (11) vorkommenden, bei dem 


x, den höchsten oder einen der höchsten, x, den nächsthohen eghes 
nenten hat usf. Hat man also die Beziehungen 


(12) mom D>2m>::>m, 


der m, untereinander, so ist (10) das Glied höchster Ordnung in (11); 
und damit (10) das Glied höchster Ordnung unter denen von (11) sei, 
muß (12) gelten. 
IV. Die Glieder höchster Ordnung, die in den elementaren sym- 
metrischen Funktionen 
en 0 


vorkommen, sind entsprechend 


% X; X X, X XgKgy .o =] LKgdlz...d,- 
Demnach ist 
A IE ME tere cn 
Ei m —m M— m Re m m m m 
re 2(2,0,)"2 2. N ea Or 2 ja U ae 


mit Unterdrückung der Glieder niederer Ordnung. 


$ 120. Nach diesen Vorbereitungen führen wir den Beweis unseres 
Satzes aus $ 119 so: Es sei F(x,, 25, ...,x,) eine ganze ganzzahlige 
symmetrische Funktion der x,, so kann diese so zubereitet angenom- 
men werden, daß nur ein einziges Glied höchster Ordnung in ihr vor- 
kommt; kommen nämlich mehrere von gleicher höchster Ordnung in 
F vor, so lassen sich diese nach I zu einem einzigen Gliede zusammen- 


fassen. Dieses seı nun etwa 
07 7er 7 7 ran (m 2Zm, 2m; > ++); 


n 


dann bilden wir die symmetrische Funktion 
(13) Da? a a Ve rg 


Die Dimension von F\, ist höchstens gleich der von F}; es ist F\ ganz- 
zahlig; das Glied höchster Ordnung von F\ ist von niederer Ordnung 
als das Glied höchster Ordnung von F'. 

Das Glied höchster Ordnung von F, sei nun 


Barazaz...op (M2R2B2 SP); 
dann bilden wir die symmetrische Funktion 


F, =F, — Papa cPP,.. cPn, 
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deren Dimension höchstens gleich der von F', ist, während das Glied 
höchster Ordnung aus F\ sicher in F, weggefallen ist. Nach II wird 
die Fortführung dieser Operation ein Ende haben, d. h. es muß ein- 
mal ein F' verschwinden, und die entsprechende Gleichung wird zu 


0= FF, — och BB TB... can 
werden. Die Addition aller so erhaltenen Gleichungen liefert 
F(x,, Ban) mM hc BeA-Pp + ...+ ocaTR...; 
und damit ist der behauptete Satz erwiesen und zugleich durch ihn 
eine Darstellungsmethode gegeben. 


$ 121. Als Beispiel führen wir die ne der Funktion 
in den Elementen x 


F= S(a’23°%3) 
in eine Funktion der c, durch. F hat als Glied höchster Ordnung 
X” %g%,; und wegen m, =2, m, =2, m, =1 wird sich zunächst er- 
geben, der Gleichung (13) entsprechend, 
(14) F, = Sa’ 2. 6%) - 9 = F— 0%: 
Nun ist 
0 = (Rt Rt Rt 41) alt 4,212); 
multipliziert man aus, so kommt man auf das Resultat 
096; = ad la’ 0’) + PS’ R 00) + Y IR RER RR)» 


wo die Zerlegung in eintypige Funktionen durchgeführt ist. Die Koeffi- 
zienten &, ß, y geben an, auf wieviele Arten bei der Multiplikation 
ein Glied von der Form 


a N 
1a RE Pak 7 7 RER RR RR A 


entsteht. Man sieht leicht, daß hier «=1, ß=3, y = 10 wird. Dem- 
nach ist, da die Glieder erster Art das gesamte F' bilden, 


F, = — 39(2,°?2%523,%,) — 108 (2, 25232425). 


Hierin lautet das Glied höchster Ordnung x,?2,2,x,; also ist m, = 2, 
M=MmM=m,=]1 und 
(15) Mn=l 560. 
Hierin ist 
= m tat + +2) mat +32, 20-1) 
= 08(2,705%%) + EI (2% 085); 
Netto: Algebra 10 
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und für ö und & findet man die Werte 1 und 5, also 
(16) F, = 584, 9 4%) = 5%: 
Addiert man (14), (15), (16), so gelangt man zu dem Schlub- 
resultate in der Darstellung 
S(2272) = 06 — 3a. + 5c,- 


$ 122. Um derartige verwickelte Rechnungen unnötig zu machen 
oder doch wenigstens nach Möglichkeit einzuschränken, hat man 
Tabellen entworfen, welche die eintypigen S(x,”...x”r) durch die c, 
ausgedrückt angeben.!) Diese Tabellen sind nach der Dimensionshöhe 
(m, + mg +:-:+ m,) angeordnet. 

Ist die eintypige symmetrische Funktion 


(17) S(a"...2") = Sa-ctob...cn, 


wobei & den Zahlenkoeffizienten bezeichnet, der zu dem folgenden 
Potenzprodukte der c, gehört, und setzt man hierin £x,, tx, ..., tx, 
statt 2,09, -- ., ©, ein, 80 gehen, ch KRerın 


tt nt + +0t=teo, WER tt +, Reli, 
LER + RUHR, u Do 
und (17) geht dabei in 
mt tm (gm...) = Stat3at Int. tilh,., cn 


über. Daraus kann man schließen, daß für jedes Glied der rechten 
Seite von (17) 


17a) +2, +3, + tn, =m tm tm +:::+m, 


sein muß. Die Summe der Produkte aus den Indizes in die Expo- 
nenten jedes Faktors von 


CAR... cn 


haben wir $ 20 als das Gewicht des Potenzproduktes bezeichnet. 
Besitzen nun alle Summanden eines Aggregates gleiches Gewicht, so 
nannten wir das Aggregat isobarisch!) (8 20, 8.24). Folglich ist 
die rechte Seite von (17) eine isobarische Funktion vom 
Gewichte (m, +m; +:--+m,) in den c,,@%,...,c,. Es reicht also 
aus, auf die rechte Seite von (17) nur solche Potenzprodukte der c, 
zu setzen, deren Exponenten alle ganzzahlige Lösungen von (17) sind. 


1) Fa& di Bruno, Binäre Formen; Salmon, Modern higher Algebra. 
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Ist z. B. die Dimension (m, +m,+--) von S(x,”ı...) gleich 7 
so findet man für die q, die Tabelle von Zahlenkombinationen 


91 Ga G3 Q4 G; G 47 


SOOS Oo HH HRH HDD WW 
OOHDOOoHRrVOoH Om oHROoO 
SHOoVOoNDOOOHOOoH O0 

a EN a 

ee ee er Wer un een a 
Or ro BD 
ARD 


> 
oO 


so daß jede symmetrische Funktion der Dimension 7 auf die Form 
gebracht werden kann 


ec + ße’, + rot + dc’? + 50°C, +: +05, + TC, 


in der die Größen «, ß,..., 6, r Zahlkoeffizienten sind. 
Hiernach wird die Bedeutung der folgenden Tabellen klar sein. 














& Ne | u ee e° 
S@)|ı een Se 08 Ka BL 
S(2,%,) 1 S(&,°2,) | —3 1 
Saar 
| | 906 oc 6° RC, O1 SCHERE CH CE CH CE Ci 
ha 2-4 ı So en 
Sa) 4+-1-2 1 Sata) 5 15-1-3 1 
Sa) 22 1 EOS 
S(a02)|—4 1 Sa’a)) 5-1-2 1 
0%) ..l Sara) 8:3 1 





Sara) 5: 1 


SICHERER 
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So ist also beispielsweise aus der vorletzten Tabelle zu ersehen, daß 


u FA HL HG FR + 
= 2 2 
= 4, — 66 — 20” + 50% 


$ 123. Wir hätten die Definition der symmetrischen Funktionen 
enger auch so fassen können: Symmetrisch heißt eine Funktion der 
Elemente &,, %,, ..., &,, wenn sie bei jeder Vertauschung je zweier 
der x, ihre Form nicht ändert. Denn daraus folgt, gemäß den Lehren 
von der Permutation, die in Grundlehren I], S. 178 geforderte allge- 
meine Unveränderlichkeit der Form. 

Wir wollen im Anschluß daran die Funktionen F(x,, %g, %3, -.., %,) 
untersuchen, die bei der Umstellung zweier beliebiger Elemente x, 
und x, nur das Vorzeichen ändern, den absoluten Wert aber bei- 
behalten, also den Gleichungen 


183) Fin, El 2 Eee de en) 


Genüge leisten. Solche Funktionen mögen alternierende heißen; die 
erwähnte Vertauschung der Elemente x, und x, untereinander heiße 
die Transposition von %, und %, und werde durch (%,%,) oder, was 
das gleiche besagt, durch (2; x,) dargestellt. Wir betrachten nun die 
folgende Funktion: 


Dr Ih 2,—2%)= (a - 8) - 5) -%) a -%) 
(dig — %z)(&g — 4) (iR) 


(2; (a hy 
A. 


und zeigen, daß A bei den Vertauschungen von x, untereinander zwei 
Werte liefert, die sich nur durch ihre Vorzeichen voneinander unter- 
scheiden. 

Erhebt man A in die zweite Potenz, so zeigt sich, daß das Quadrat 


= Il«,—:;) 
n<i 


eine einwertige symmetrische Funktion der 2 Unbestimmten 2,, %,, 
ER ei 
= (a, Ray er, En) 


wird. Daraus folgt dann umgekehrt, daß die Quadratwurzel aus 
S(&,,%g,...,%,) eine rationale ein- oder zweiwertige Funktion ist. 
Die Entscheidung fällt zugunsten der Zweiwertigkeit aus, wie die 
Transposition (x,%,) bei ihrer Anwendung auf die Form A darlegt. 
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MATHEMATIK 


Mathematische Unterhaltungen und Spiele. Von 
Dr. W. Ahrens. In 2 Bänden. 1910. In Leinwand 
geb. I. Band. Mit 200 Figuren. M. 7.50. I. Band. [In 
Vorb.] Kleine Ausgabe: Mathematische Spiele. Mit 
einem Titelbild u. 69 Figuren. Geh. M. 1.-, geb.M. 1.25. 


„Der Verfasser wollte sowohl den Fachmann als den mathematisch 
gebildeten Laien befriedigen, dem es sich um ein anregendes Gedanken- 
spiel handelt; und er hat den richtigen Weg gefunden, beides zu er- 
reichen. ... Dem Nichtmathematiker kommt er durch die irefflichen 
Erläuterungen entgegen, die er der Lösung der verschiedenen Spiele 
zu'eil werden. läßt und die er, wo nur irgend nötig, durch Schemala, 
Figuren und dergleichen unterstützt.'' E 

(Prof. Czuber in der Zeitschrift für das Realschulwesen.) 


Scherz und Ernst in der Mathematik. Geflügelte 
und ungeflügelte Worte. Von Dr. W. Ahrens. Geb. M. 8.— 


„Ein ‚Büchmann‘ für das Spezialgebiet der mathemalischen Literatur. 
... Manch ein kurzes treffendes Wort verbreitet Licht über das Streben 
der in der mathematischen Wissenschaft führenden Geister. Hierdurch 
aber wird das sorgfältig bearbeitete Ahrenssche Werk eine zuverlässige 
Quelle nicht allein der Unterhaltung, sondern auch der Belehrung 
über Wesen, Zweck, Aufgabe und Geschichte derMathe- 
matik.‘ (Monatsschrift für höhere Schulen.) 


Elemente der Mathematik. Von E. Borel. Deutsch 
von P. Stäckel. 2 Bände. Mit Figuren. Geb, 
l. Arithmetik und Algebra. M. 8.60. Il. Geometrie. M. 6.40, 


Ergebnishefte zu den Aufgaben aus der Geometrie, der 
Arithmetik u. Algebra. 2 Heite. 1913. Geh.je ca.M. 1.50. 


„Die besten Dienste wird das Buch nicht Lehrern und Schülern, son- 
dern jener immer zahlreicher werdenden ‚Kategorie der Nichtmathe- 
matıker‘ leisten, die sich in vorgerückten Jahren genötigt sehen, 
auf die lange beiseite geschobene Mathematik zurückzugreifen.... Die 
überaus klaren, durch Beispiele aus dem täglichen Leben erläuterten 
Ausführungen und die wohltuend einfache, konkreie, aber überall pein- 
lich korrekte Darstellung werden die halb vergessenen Schulkenninisse 
neu belieben, konzenirieren und ergänzen.‘* (Pädagogische Zeitung.) 


Elemente der Mathematik. Von J. Tannery, Prof. 
an der Universität Paris. Mit einem geschichtlichen An- 

hang. von P. Tannery. Deutsch von Dr.P.Klaeß. Mt 
einem Einführungswort von Felix Klein. gr.8. 1909. 
Geh. M. 7.—, in Leinwand geb... .......M.8- 
„Das Buch bietet die zur Lektüre naturwissenschaftlicher Bücher heute 
unerläßlichen Grundbegriffe der höheren Mathematik ; aber sein Haupt- 

reiz liegt in der Darsteilungsform, Selten ist wohl ein mathematisches 

Lehrbuch geschrieben worden, das so frei ist von leerem Formel- 
wesen, das so mutig allen it > Ballast. preisgibt wie das vor- 
liegende Werk.‘* (Naturwissenschaftliche Rundschau.) 


N 
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Biologie »- Botanik - Zoologie 


Einführung in die Biologie zum Gebrauch an höheren Schulen 
und zum Selbstuntersicht. Von Prof. Dr. K. Kraepelin. 3., ver- 
besserte und erweiterte Auflage. Mit 348 Abbildungen, 5 mehrfar- 
bigen Tafeln und 2 Karten. Geb. . . . 2 2» 2222 .. M. 4.80. 

»s +... Jeder wird in diesem Buche mit hohem Genuß und Nutzen lesen 

und zugeben müssen, daß hier in der Tat ein Schatz kostbarer Ge- 

danken übersichtlich ausgebreitet liegt, von dem der Gebildete mehr, 


als es aa? der Fall zu sein pflegt, mit ins Leben hinausnehmen 
müßle.. (Deutsche Literaturzeitung.) 


else und Organisation. Von Prof. Dr. P. Deegener. 

Mit 154 Abbildungen... Geh. M.5.—, geb. .» 2... M. 6.— 
Das vorliegende Buch ist von einem bestimmten theoretischen Stand- 
punkt aus geschrieben, ohne jedoch in einer Theorie zu gipfeln. Es will 
dem selbstdenkenden Leser Materialien an die Hand geben, ein eigenes, 
begründetes Urieil zu gewinnen, und enthält sich daher tunlichst breiter 
theoretischer Darlegungen. 


Instinkt und Gewohnheit. Von Prof. C.Lioyd Morgan. Deutsch 
von M. Semon. Geh.M.5.—, geb... . . 2... 2... M. 6.— 

. Die sehr klare, sehr präzise Schreibweise Morgans macht es mög- 

lich, dem Gegenstande ohne Schwierigkeiten zu folgen, wozu außer 
dem ohnedies fesselnden Stoff eine geradezu glänzende Kompositien 
des Buches hinzukommt, die dem Verfasser erlaubt, nicht nur über- 
sichtlich, sondern wie ein guter Romanschreiber schlechthin spannend 
zu sein. (Münchener Neueste Nachrichten.) 


Blumen und Insekten, ihre Anpassungen aneinander und ihre 
gegenseitige Abhängigkeit. Von Prof. Dr.O.von Kirchner. Mit 
2 Tafein und 159 Figuren. Geh. M. 6.60, geb. -.. .... M. 7.50. 

„Eine großzügige Blütenbiologie aus der Feder eines der ersten Ken- 

ner des Gegenstandes; ein Werk, das auf lange hinaus maßgeblichen 

Einfluß erlangen wird. . (Natur.) 


Die Fundamente de Es der Arten. Von Charles 
Darwin. Herausgegeben von seinem Sohn Francis Darwin. 
Deuisch von Maria Semon. Geh.M.4.—, geb... ... M. 5.— 


Blütengeheimnisse. Eine Blütenbiologie in Einzelbildern. Von Prot. 
Dr.G. Worgitzky. Mit 25 Abbildungen. 2. Auflage. Geb. M.3.— 
„Ein Buch wie das von Worgitzky wird jedem manche ange- 
nehme Stunde bereiten, wenn er in der freien Natur das nachprüft, 
was in dem Buch niedergelegt i131.,.2,% (Bayrische Lehrer-Zeitung.) 


Unsere Pilanzen. Von Dr. Franz Söhns. 5. Aufl. Geb. M.3.— 


.Das Büchlein ist ganz dazu angetan, Liebe und Verständnis für 
die P Pflanzenwelt unserer deutschen Wälder und Auen, nationalen Sinn 
und Freude an germanischer Lebensanschauung zu wecken und zu 
pflegen.“ (Leipziger Zeitung.) 


Neue Geschichten aus dem Tierleben. Von Arno Marx. Mit 
Federzeichnungen. 8. Geb... ..... I a M. 1.60. 


Der Verf. bietet in kürzeren Erzählungen Lebensbilder heimischer Tiere, 
schlichte Schilderungen in leichtem Plaudertone, die aber aufdem sicheren 
Boden wissenschaftlicher einwandfreier Beobachtungen gegründet sind. 
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Die erfte moderne Tierbiologie 


n... Ein in jeder Hinficht (audy betreffs Austattung) ausgezeichnetes Wert. 
Es vereinigt fachliche, Streng wijferfchaftliche Behandlung des Gegenstandes 
mit Elarer, jedem, der in rechter Mitarbeit an das Werf herantritt, ver» 
ftändlicher Darftellung.... Das fchöne Werk darf als Mujter volkstüm« 
liher Behandlung wilfenfhaftlicher Probleme bezeichnet werden.“ 
(£iterarijher Jahresberidt des Dürerbunbdes.) 
„Eine tüchtige und originelle „Ein Standardwerk der Zoo- 
Keiftung, eine Zierde unferer Biologie. für den Kebrer der 
naturwilfenfchaftlichen Kite- Biologie eine unentbehrliche 
ratur.“ (Profeifor €. Keller | Fundgrube.“ (Seitjhrift für 
in der Neuen Sürder Seitg.) | Realiulwefen in Banern.) 


Tierbau und Tierleben 


in ihrem Sujammenhang betrachtet 
von 





Dr.R.Deffe uno Dr. f. Doflein 
Profefjor an der Landwirtichafte Profeffor der Soologie an der 
lihen Hocdhidhule in Berlin Univerjität Sreiburg t. Br. 


2 Bände von je ca.800 $. Ler.:8. Mit ca. 900 Abbildungen 
und ca. 35 Tafeln in Shwarz- und Buntdrud und Gravüre 
nach Originalen von H.benter, M.Höpfel, €.£.Höß, 
€. Kißling, W.Kuhnert, €. Merculiano, £. Müller» 
Mainz, ®.Dollrath und den Derfajjern. ‘ 


Oefchmadvoll gebunden in Original-Ganzleinen je M.20.—, 
in Original-Balbfranz je M. 22.— 


I. Band: DerTierkörper als Telbftändiger Organismus. 
Don R. Heffe. Mit 480 Abbildungen und 15 Tafeln. 
[XVII u. 789.S.] 1910. 


Il. Band: Das Tier als Glied des Naturganzen. Don 
5. Doflein. [Ünter der Prefje.] 


Aus der gewaltigen Sülle naturwilfenjchaftlicher Schriften und Bücher, 
hervorgerufen durch das in immer weitere Kreije dringende Derlangen 
nah naturmwijjenjhaftlidher und hHauptiählieg biologijcher Erfenntnis, ragt 
das Werk von Hejje und Doflein in mehr als einer Beziehung hervor. 
Sih nicht auf eine Bejchreibung der einzelnen Tiere beihräntend, jondern 
in meiliterhafter Weife das Typifche, allen Lebeweien Gemeinjame heraus» 
greifend, Jchildert es auf Grund der moderniten Sorfchungsergebnijje die 
tieriijhe Organijation und Lebensweile, die Entwidlungs», Sortpflanzungs= 
und Dererbungsgejege, die Abhängigkeit der einzelnen Tiere vom Gejamts» 
organismus und wiederum deren Einfluß auf das Ganze, furz, alle die 
Stagen, die heute den Soriher wie den interefjierten Taten bewegen. 
| Dabei vereinigt das Werk mit unbedingter wiilenichaftlicher Suverläjlig- 
feit eine jeltene Klarheit der Sprache, die eine Lektüre desjelben für jeden 
Gebildeten zu einem Genuß geitaltet. Eine große Anzahl Fünitleriicher 
Bilder und Tafeln, von erjten Künjtlern bejonders für das. Werk here 
geitellt, unterjtügt den Tert, jo daß die innere wie äußere Ausitattung 
als hervorragend bezeichnet werden muß. 
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Wissenschaft und Hypothese 


Sammlung von Einzeldarstellungen aus dem Gesamtgebiet 
der Wissenschaften mit besonderer Berücksichtigung ihrer 
Grundlagen u. Methoden, ihrer Endziele u. Anwendungen. 


8. In Leinwand gebunden. 


Die Sammlung will die in den verschiedenen Wissensgebieien durch 
rastlose Arbeit gewonnenen Erkenntnisse von umfassenden Gesichts- 
punkten aus im Zusammenhang miteinander betrachten. Die Wissen- 
schaften werden in dem Bewußtsein ihres festen Besitzes, in ihren 
Voraussetzungen dargestellt, ihr pulsierendes Leben, ihr Haben, Können 
und Wollen aufgedeckt. Andererseits aber wird in erster Linie auch 
auf die durch die Schranken der Sinneswahrnehmung und der Erfah- 
rung überhaupt bedingten Hypothesen hingewiesen. 


I. Wissenschaft und Hypothese. Von H. Poincar&. Deutsch von 
F. und L. Lindemann. 2. Aufl. 1906. M. 4.80. 

I. Der Wert der Wissenschaft. Von H. Poincare&. Deutsch von 
E. und H. Weber. Mit Bildnis und Vorwort des Verfassers. 2. Aufl. 
1910. M. 3.60. 

III. Mythenbildung und Erkenntnis. Eine Abhandlung über die Grund- 
lagen der Philosophie. Von G.F.Lipps. 1907. M.5.— 

IV. Die nichteuklidische Geometrie. Historisch-kritische Darstellung 
ihrer Entwicklg. VonR.Bonola. Deutschv.H.Liebmann. 1908. M.5.— 


V. Ebbe und Flut, sowie verwandte Erscheinungen im Sonnensystem. 
Von G.H. Darwin. Deutsch von A. Pockels. Mit Einführungswort 
von G.v. Neumayer und 52 Illustrationen. 2. Aufl. 1911. M. 8.— 


De Er AP der Erhaltung der Energie. Von M. Planck. 3. Aufl. 


VII. Grundiagen der Geometrie. VonD.Hilbert. 4. Aufl. 1913. ca.M.6.— 
VIII. Geschichte der Psychologie. Von O. Klemm. 1911. M.8.— 


- IX. Erkenntnistheoretische Grundzüge der Naturwissenschaften und 
ihre Beziehungen zum Geistesieben der Gegenwart. Von P. Volkmann. 
2. Aufl. 1910. M. 6.— 

X. Wissenschaft und Religion in der Philosophie unserer Zeit. Von 
. Boutroux. Deutsch von E. Weber. Mit Einführungswort von 
H.Holtzmann. 1910. M.6.— 


XI. Probleme der Wissenschaft. Von F. Enriques. Deutsch von 
K. Greiling. 2 Teile. 1910. I. Teil: Wirklichkeit und Logik. M.4.- 
Il. Teil: Die Grundbegriffe der Wissenschaft. M. 5.— 


XIl. Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften. Von 
P.Natorp. 1910. 6.60. 


XII. Die pflanzengeographischen Wandlungen der deutschen Land- 
schaft. Von H.Hausrath. 1911. M.5.— 


. XIV. Das Weltproblem vom Standpunkte des relativistischen Positi- 
vismus aus. Von Dr. J. Petzold. M.3.— 


XV.Wissenschaft u.Wirklichkeit. VonM. Frischeisen-Köhler. M.8.— 


XVI. Das Wissen der Gegenwart in Mathematik und Naturwissen- 
schaft. Von E.Picard. Deutschv. L.u.H.Lindemann. 1913. M. 6.— 


XVII. Wissenschaft und Methode. Von H. Poincar&. Deutsch von 
L. und H. Lindemann. 1913. Geb. 


Weitere Bände befinden sich in Vorbereitung. 
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Aus fernen Landen 


Deutschlands Kolonien. Von Kurt Hassert. 2. Auflage. Mit 

zahlreichen Abbildungen und Karten. Geb. ... ..... M. 12.— 
„So kann sich auch heute kein zweites Werk in der einheitlichen Stoff- 
gestaltung und -abrundung mit dem von Hassert messen. Bei Hassert 
ist alles aus einem Guß, knapp, großzügig, sorgfältig abwägend. Die- 
sen umfangreichen Stoff zu bewälligen, war keine geringe Aufgabe für 
den Verfasser und sie ist ihm ausgezeichnet gelungen. Was ein wei- 
terer Vorzug des Hassertschen Kolonialwerkes ist, das ist die klare und 
fließende Darstellung, die die Lektüre des Buches zu einem Genuß 
macht... .. Ein Ehrenplatz sei ihm in Schule und Haus.‘‘ (Leipziger Ztg.) 


Weitreisebilder. Von Jul. Meurer. Mit 116 Abbild. Geb. M. 9.— 
„Es unterrichtet über Kultur und Geschichte der exotischen Länder, 
über Volkscharakter, Entwicklung oder Verfall der verschiedenen Rassen 
und beherrscht mit gleicher Sicherheit die Mysterien religiöser Kulten, 
wie die Fähigkeit, die prachtvolle Vegetalion ferner Reiche zu ver-. 
anschaulichen.‘‘ (Die Zeit.) 


Das Mittelmeergebiet. Von A. Philippson. Seine geograph.und 

kulturelle Eigenart. 2.Aufl. Mit zahlr. Abb. u. Karten. Geb.M. 7.— 
„Yon dem höchsten Standpunkte aus, auf den die heutige Wissenschaft 
den Forscher zu stellen vermag, läßt der Verfasser seinen Leser die un- 
endliche von nicht auszugenießenden Reizen verklärte Mannigfaltigkeit der 
Naturerscheinungen am Mittelmeer überschauen.‘‘ (Norddtsch. Allg. Ztg.) 


Mittelmeerbilder. Von Th. Fischer. 2. Aufl. 1913. Geb. ca.M.7.— 

Neue'Fölge, ı Mit 8 Karten. Gebr PS M.7.— 
„Wie der Fachmann, so wird auch jeder gebildete Laie, der sich für 
das Mittelmeer interessiert, in diesem Buche nicht nur eine Fülle von 
Belehrung und Anregung, sondern auch eine anziehende, immer gehalt- 
und geschmackvolle Lektüre finden.“ (Deuische Literaturzeitung.) 


Kairo - Bagdad - Konstantinopel. Von E. von Hoffmeister. 

Wanderungen u. Stimmungen. Mit zahlr. Abbildungen. Geb. M. 8.— 
Durch Armenien, eine Wanderung, und der Zug Xenophons 

bis zumSchwarzenMeere. Eine militär- geographische Studie. 

Von E.von Hoffmeister. Mit zahlr. Abbildungen. Geb. M. 8.— 
„Tiefe Seelenstimmungen, gebannt unter der gewaltigen Macht ge- 
schichtlichen Lebens und erfüllt zugleich vom Lichtwechsel der Tages- 
zeiten oder der schweigsamen Einsamkeit der Wüste, verleihen den 
Hoffmeisterschen Büchern zur Fülle ihrer Gedanken auch den Reiz 
der künstlerischen Ausdrucksform.“ (Frankfurter Zeitung.) 


Ostasienfahrt. Von Fr. Doflein. Erlebn. u. Beobachtg. in China, 

Japan und Ceylon. Mit zahlreichen Abbildungen. Geb.. M. 13.— 
„Dofleins Ostasienfahrt gehört zu den allerersten Reiseschilderungen, 
die Referent überhaupt kennt. Über das Ganze ist ein solcher Zauber 
künstlerischer Auffassung gegossen, daß das Ganze nicht wie eine Reise- 
beschreibung wirkt, sondern wie ein Kunstwerk.“ (Die Umschau.) 
Das europäische Rußland. VonA.Hettner. Mit21 Kart. Geb.M.4.60. 
„Die Eigenart des russ. Volkes, des russ. Staates, der russ. Kultur tritt in 
ihrer geographischen Bedingtheit klar hervor.‘‘ (Literarisches Zentralbl.) 
Auf Java und Sumatra. Von K. Giesenhagen. Geb. M. 10.— 


Die Polarwelit und ihre Nachbarländer. Von O. Norden- 
skjöld. Mit 77 Abbildungen. Geb... ..... .32MIB- 
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Diese Transposition übt einen Einfluß nur auf die beiden ersten Zeilen 
der oben gegebenen Darstellung 


(& — Re) 3) — 8) (U —%,) 
2) — 2%): (&—,) 


aus, indem sie aus ihnen 


(a —n)a 2) — 8) (a —%,) 
3) —-%) (U —%,) 


hervorruft. Die Vergleichung beider Formen zeigt, daß die Trans- 
position (%,%,) die Funktion A in — A umwandelt. Danach ist der 
Satz allgemein bewiesen. 


$ 124. Es gilt ferner das Theorem: Jede Transposition (x,%,) 
führt A in —A über. Wir suchen aus der Gesamtheit aller Trans- 
positionen der Elemente &,, 25, &, ..., 2, die heraus, die mindestens 
eins der beiden transponierten ©, oder #, enthalten, und ordnen diese 
in folgende vier Aggregate ein, wobei der Kürze halber (%,%,) durch 
(«, ß) ersetzt ist, 


(le)(2e)...(&—2,«)(@—1,e), (+1), +2)...(,ß—1), 
Dlanen.@neın, Mernner2n.0-.M 


en 
er RE RN ); 


worin & < ß angenommen werden mag. Bei der Vertauschung von 138 
und x, vertauschen sich die Elemente der oberen Zeilen mit denen der 
unteren in (I) und ebenso in (III). Das Produkt dieser vier Zeilen 
ist daher der Transposition (x,%,) gegenüber ‚„invariant“, Betrachtet 
man dagegen in (II) zwei untereinander stehende Elementenpaare 


(&, 0) 


e«e<o< 
und deren durch (2,%,) transformierte Klammern von der Form 
(B, 0) 
(e<o<Bß), 


(0, «) 


so müssen diese sämtlich einer Zeichenänderung unterworfen werden, 
und zusammen 2($—«—1) Zeichenänderungen; da dies eine gerade 
Zahl ist, so bleibt das Produkt der Klammern in (II) ungeändert und 


(126-9 +1. 
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Endlich bleibt noch die Wirkung von 62 %,) auf («, ß) zu beachten; 
da hier 
Bene) 


ist, so liefert sie ein Minuszeichen, und A wird durch (@,2,) n — A 
umgeändert. 

Es steht somit das Resultat fest, daß A eine alternierende Funk- 
tion ist. Über die allgemeine Form zweiwertiger Funktionen wird noch 
eingehender zu sprechen sein. 


Zehntes Kapitel. 


Die Einheitswurzeln. 


$ 125. Die nt“ Einheitswurzeln definieren wir als die Wurzeln 
der Gleichung 
(1) "—-1=0. 


Die Moivresche Formel liefert uns ohne weiteres 2 verschiedene Wur- 
zeln von (1), nämlich 


(2) „en +isin”? =1,2,3,..,n-1,n), 


und wir könnten, auf diese Darstellung gestützt, die Theorie der Ein- 
heitswurzeln herleiten. Bei einer solchen Behandlung würden wir aber 
das Gebiet der reinen Algebra verlassen; und um dies zu vermeiden, 
wollen wir von der Benutzung der goniometrischen Formel (2) absehen. 

Wir brauchen für unseren Zweck den Satz, daß die Gleichung (1) 
n Wurzeln besitzt; der ist im achten Kapitel bewiesen worden. 

Nun sei @ eine Wurzel von (1), dann ist auch jede Potenz ® 
von ® mit ganzzahligem Exponenten A eine n‘ Einheitswurzel; denn 
man hat ja 


2 


(n. om: 


Da eine Potenz von », nämlich die nt®, gleich 1 wird, so gibt es auch 
eine niedrigste, etwa die A, für die das eintritt. In der Reihe der 
Potenzen 


(3) 05.0, RAM To 


k 
, © 


haben dann alle Glieder untereinander verschiedene Werte; denn hätte 

man = of (a,ß=1,2,...,k «a<ß), so würd of-*—=1 folgen 

mit einem Exponenten (—«) <%k, was gegen die Annahme verstieße. 
Bildet man die Reihen 
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g 21 k 
@ P) @ ’ P) @ ? ) 
k+1 k+2 %k—1 2% 
@ > @ ’ ) ’ ? 
2k+1 2k+2 8k—1 3% 
ts 3 el At RO, 


so sind die Werte der Glieder jeder einzelnen Spalte einander gleich 
und die Werte der Glieder von Spalte zu Spalte verschieden; insbe- 
sondere haben die Glieder der letzten Spalte und nur sie den Wert 1. 
Da nun @*—=1 ist, so steht ®” in der letzten Spalte, d.h. » ist ein 
Vielfaches von k, und % ein Teiler von n. 

Wenn % der niedrigste Exponent ist, der ®* zu Eins 
macht, dann sagen wir: ® gehört zum Exponenten %k; damit 
eine n‘ Einheitswurzel © zum Exponenten k gehöre, ist es 
notwendig, daß %k ein Teiler von n sei; gehört &© zum Expo- 
nenten rn, so heißt ® eine primitive nt Einheitswurzel. Ge- 
hört © zum Exponenten %k, so liefern die Potenzen von © 
gerade k verschiedene k' Einheitswurzeln; ist ® eine primi- 
tive n® Einheitswurzel, so liefern die Potenzen von o alle 
n'® Einheitswurzeln. Nach diesem letzten Resultate reicht also die 
Kenntnis einer einzigen primitiven »'%® Einheitswurzel zur vollständigen 
Auflösung der Gleichung (1) aus. Lassen wir die goniometrische 
Wurzeldarstellung gelten, so weist sich k=1 in (2) als primitive 
n® Einheitswurzel aus; bei rein algebraischer Behandlung bedarf man 
zum Existenznachweise einer solchen noch weiterer Schlüsse. 


$ 126. Wir wollen dazu, vorbereitend, auf zweierlei aufmerksam 
machen. Zunächst können wir auch Potenzen der Einheitswurzeln mit 
negativen Exponenten einführen, indem wir 


ee a ee 1 PR ie Ir a nn 
Ban nee ar aa; 
a Er Te 
1) = oo a EEE 
setzen. — Ferner lassen sich, wie aus der Theorie der Kettenbrüche 


oder aus dem Euklidschen Algorithmus für den größten gemeinsamen 
Teiler zweier ganzen Zahlen folgt, zu zwei einander teilerfremden 
Zahlen m und » zwei andere a und b bestimmen, für die 


am+bn=1 sobald Jal<|n|, |d| <|m) 
wird. 
Es seien nun die beiden Gleichungen vorgelegt 


a se) 


in denen die Exponenten m und » teilerfremd sind; ® sei eine m'* 
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und © eine n‘® Einheitswurzel. Dann ist die Gleichung = &® nur 
dann möglich, wenn beide Seiten = 1 werden. Denn aus 


o=-& folgt @’”"= ot" dh. o=]1, also auch @a=1. 
Daraus ergibt sich, dad ©-©@ = 1 nur eintritt, wnın o=-® =1 ist. 
Multipliziert man eine m*° Einheitswurzel © mit einer n‘® Einheits- 
wurzel ®, so ist das Produkt ®-© eine (m:n)' Einheitswurzel; 
denn es ist 
a)" - (era) =1. 


I. Durchläuft »® alle Wurzeln ®,,@,,...,o, von «= —1=0 
und © alle Wurzeln %,, ®,,...,®, von @—-1=0, so durch- 
läuft &-© alle (m-n)® Einheitswurzeln. Denn alle Produkte 
©,&®, sind untereinander verschieden, weil aus 


0,0; = 0,0, folgen würde oo, - on, '=1, 


und daraus ®,=®,, ®,=%,. Und ferner stimmt die Anzahl 
der Produkte ©, ®, mit der Anzahl der (m .n)'® Einheitswurzeln 
überein. 

Ist & eine primitive m“ und ® eine primitive »‘ Einheitswurzel, 
so ist (0-%) eine primitive (m-n)'. Denn gehört (»-%) zum Ex- 
ponenten 0, d. h. ist o der niedrigste Exponent, für den 


(v-o%—=1 
ist, so folgt 
oa-at=1 und o=1l, =]; 


also muß o ein Vielfaches von m und von n sein. Da m und n teiler- 
fremd sind, wird o ein Vielfaches von mn; und da o so klein wie 
möglich ist, so bleibt o=m:.n, d. h. (o-®) ist eine primitive 
(m »n)' Einheitswurzel. 

Ist nicht gleichzeitig ® eine primitive m*, und © eine primitive 
n' Einheitswurzel, dann ist (0®) keine primitive (m-n)'. Denn ge- 
hört z. B. © zum Exponenten u, wo u ein Teiler von m ist, so wird 


(© £ Dr AX- (ar (Sr)“ bat 15 | 
so daB (»®) zu un oder einem Teiler von un als Exponent gehört. 


II. Durchläuft © alle primitiven Wurzeln von «= —1=0 
und ® alle von —1=(, so durchläuft »® alle primitiven 
Wurzeln von «””— 1=0. Das folgt aus den letzten Resultaten. 


$ 127. Durch den Satz I des vorigen Paragraphen ist die Be- 
rechnung der Wurzeln von 


(4) a al a 6, (m, n sind teilerfremd) 
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auf die der Wurzeln der beiden Gleichungen 

(5) a" —1l1=0, @"—-1=0 

reduziert; und durch den Satz II die der primitiven Wurzeln von (4) 
auf die der primitiven Wurzeln der beiden Gleichungen (5). Wenn 


wir die Anzahl der primitiven %'® Einheitswurzeln durch @(k) be- 
zeichnen, dann folgt aus dem Satze II 


(6) o(m-n)=g(m)-p(n) (m,n sind teilerfremd). 
Ist nun k in seine Primfaktorpotenzen zerlegt, 
k= mp ®p,...p,r, 


wo die 9,, Ps, Pa, -- . die untereinander verschiedenen Primzahlen be- 
deuten, die in % als Faktoren vorkommen, so liefert (6), mehrfach 
angewendet, 


 [PR) = plaı“)p(B*P3®...p,) = PD“) PR“) PP“. -P,”) 
M — Ile®»: 
i=1 


so daß also die Berechnung von p(k) auf die einfachere Berechnung 
zurückgeführt wird, in der % eine Primzahlpotenz ist. Wir bestimmen 
demnach die Anzahl der primitiven Wurzeln von 


(8) a—1I=t. 
Jede nicht primitive Wurzel dieser Gleichung ist eine Wurzel der 
Gleichung 
-I-0, 
und umgekehrt; (8) hat somit 9*-! nicht-primitive Wurzeln, und da 
(8) im ganzen p* Wurzeln besitzt, so bleiben nur 
ER 23 
rmerli-) 


primitive Wurzeln übrig. Demnach geht (7) über in 


D) 9W=-]]rr(1-2)=#(1-2)1-4). (1-5): 
So wird für 
3 3RA 105647432910 1.12.12007 


o(k)=1,2,2,4,2,6,46 4,10, 4.... 
$ 128. Es sei nun o eine primitive %' Einheitswurzel, dann liefert 
(10) 01,0%, or ee 


sämtliche Wurzeln von  — 1=0. Wir fragen, zu welchem Expo- 
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nenten eine Potenz w” gehört. Ist das der Exponent o, so ist og da- 
durch charakterisiert, daß oh das niedrigste Vielfache von h wird, das. 
durch % teilbar ist. Bezeichnen wir mit [%k, h] den größten gemein- 
samen Teiler von k und A und definieren k, und A, durch die Glei- 
chungen 
k—=k,:[k,hl, h=h[k,h], 

so haben h, und %k, keinen gemeinsamen Teiler mehr, und o ist da- 
durch charakterisiert, daß oh, das niedrigste Vielfache von h, wird, 
das durch %, teilbar ist. Offenbar ergibt sche =Ä#,. 

III. Die Potenz ©“ gehört zum Exponenten k, =[h,k]. Ist 
h teilerfremd zu k, so ist ©“ eine primitive k“ Einheitswurzel, 
und nur dann. 

Vergleicht man dies letzte Resultat mit dem des vorigen Para- 
graphen, so erkennt man: IV. p(k) gibt die Anzahl der Zahlen A 
an, die kleiner als k und zu k teilerfremd sind. 


$ 129. Ist % gleich einer Primzahl p, so hat « — 1=0( nur 
eine nicht primitive Wurzel x—=1, und die (p—1) primitiven übrigen 
Wurzeln genügen der Gleichung 


af —ı y Er R 
= ap ge A ge Feen Vz 


c—1l 





Ist k gleich einer Primzahlpotenz p*, so genügen alle nicht primi- 
tiven (p“)t® Wurzeln der Gleichung «*”'— 1-0, also die primi- 
tiven der Gleichung 


& 
| 


(11) a = gro) L me Tlo-D „2 Dez 
x 





Wir suchen nun allgemein die Gleichung 


9,(&) — 0 

zu bestimmen, deren Wurzeln die %" primitiven Einheitswurzeln «,, 
%gy...,0ycm) Sind, so daß also g,(©) vom Grade p(k) ist. Wir nehmen 
9, als bekannt an und suchen für den allgemeinen Index kp“ die 
Lösung der Gleichung 

P;7* (2) =(, 
wo p teilerfremd zu k sein soll. Aus 

Hl) a (2 — 2,)(® — 23) SA, (TC %,m)) 

folgt | 
ar) = aa) n) rm); 
woraus man ersieht, daß jede Gleichung 


@& [03 
er —n=0, an =(, 
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»* Einheitswurzeln der Ordnung (kp) liefert. Von diesen sind die 
nicht-primitiv, bei denen schon die (p“-N)° Potenz bzw. gleich x,, 





Xg,.... wird, die also die Gleichung 
ga") = 0 
befriedigen. Demnach führt der Quotient 
gular) 
gu”) 


gleich Null gesetzt auf die Gleichung für die primitiven (pk°)‘” Ein- 
heitswurzeln, d. h. man hat 
9.(«°) 


(12) Irp® ee (p, k sind teilerfremd). 
1 ) 





Setzen wir nun des bequemeren Druckes wegen für den Augenblick 


; »"—1=[g], 
so liefert (11) 
I pe (x) = a at 
und er (12) 
[2,°P,] - [9,° "25° *] 
Ipep£ (x) 185 [?, az1n.#] ; [?, “m BR 
(2) — [p,°P,Pp;r] - [p,p,6'p,Y']- [P,°"P5ßp,rt]-[p,et9,P= 'p37] 
Aa \“ [P,°1pz@p,r]- [p,eP,P'p,r] - [pp pYt] [pen tn,Y9] 


usf. 








Bezeichnet man mit g, die Zahl 


k= pP pt... P, 
sowie alle Zahlen, die aus % durch Division mit einer geraden Anzahl 


von Primzahlen 9,, P3, P3, - . -, 2, entstehen, und mit g, alle, die aus % 
durch Division mit einer ungeraden Anzahl entstehen, so wird 


11[,] 
(13) 9,(x) — Tq]' 


$ 130. Nachdem wir so die Gleichung hergeleitet haben, deren 
Wurzeln die primitiven X" Einheitswurzeln sind, wollen wir die Ir- 
reduktibilität dieser Gleichung im Körper der rationalen Zahlen nach- 
weisen. Sehr einfach gelingt das im Falle k=p auf einem von 
Eisenstein gefundenem Wege. 

Es ist 





a? —ı1 


9,() = 77 381W 
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setzt man hierin 2=z2+ 1, so entsteht die in z ganze Funktion 
(p— 1)'® Grades 


BE, nu rg 2 BALER 1) „o-3 
FA 


Auf die rechts stehende Ronktioe läßt sich der Satz aus $ 49, S. 59, 
anwenden, und da g,(z) und g,(£+1) gleichzeitig reduktibel und 
irreduktibel sind, so ist der Satz” bewiesen. 

Für k= p“ ist der Beweis dem für k=» gegebenen ganz ähn- 
lich. Wir übergehen ihn und behandeln sofort den allgemeinen Fall 
für ein beliebiges k. Dazu brauchen wir einige Hilfssätze. 


$ 131. Ist 
fa) = a — an! +bar?—.. +d=0 
eine ganzzahlige Gleichung mit den Wurzeln %,, %, %, ..., %, und 
F(&) = a — Au"? + Bar'—..-+{D=0 


die Gleichung mit den Wurzeln x,?, 232, &3%, ..., x,4, wobei qg eine 
beliebige Primzahl bedeutet, so ist fürs erste zu zeigen, daß 


(14) F(a)=f(x) (mod g). 


Um dies zu beweisen, denken wir uns unter 4,v,..., w unbe- 
stimmte Größen und finden durch Verwendung des polynomischen 
Satzes 


(u+v+.-+wP=W+V+:--+w7+g:s(u,V,...,W). 


Hierin stellt s(u, ®,..., w) eine ganze ganzzahlige Funktion von 
4, d,..., w dar, die zudem symmetrisch ist, da die linke Seite 
sowie u +v2?+---+ w? auf der rechten in den Unbestimmten sym- 
metrische Form hat. 

Hierin setzen wir u=2,,0=%,..., w=t,; dann wird die linke 
Seite zu a?, der erste Teil der rechten zu A, und s(u,v,...,w) geht 
in eine ganze ganzzahlige Funktion s,(a,b,c,...,d) über; wenden wir 
auf a? den „kleinen“ Fermatschen Satz an, so folgt 


A=a (modg). 
Setzen wir in die obige Gleichung für die u, v,..., w die r(r —]) 


Produkte z,2, ein, dann wird die linke Seite zu 52, der erste Teil 
der rechten zu BD, und s geht in eine ganze ganzzahli Funktion 
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S,(a,b,c,...,d) über; wenden wir auf b2 wieder den erwähnten Fer- 
matschen Satz an, so folgt 


B=b (mod 9) 
usw. Also gilt (14). 

An zweiter Stelle beweisen wir, daß, wenn f(x) irreduktibel ist, 
und wenn &,°, 23°, ..., x,2 untereinander verschieden sind, auch (x) 
irreduktibel sein wird. In der Tat, F'(x) habe zum irreduktiblen Teiler 
mit der Wurzel z,? die Funktion F\(x); dann hat F\(a«)=0 die 
Wurzel x, mit f(x) = 0 gemein, also wegen der Irreduktibilität von 
f(x) = 0 alle r Größen &,, 2, ..., &, zu Wurzeln; d. h. es ist 


F(&)=0, Fa) =-0, Fa)=0, .., Fa@N)=0. 


F,(<)=0 hat also alle Wurzeln mit F(x)=0 gemein; sind x,?, 
%o9, ..., %,2 voneinander verschieden, dann ist der Grad von F min- 
destens gleich dem von F'; daher F irreduktibel. 

Zusätzlich möge noch bemerkt werden, daß, wenn &,, %, .. ., £, 
zu den k*® Einheitswurzeln gehören, und % zu q teilerfremd ist, die 
Bedingungen &,?-+ x,? von selbst erfüllt sind. Denn wäre 2,7= 2,%, 
dann bestimmen wir eine Zahl g’ durch die Forderung qg’=1 (modk) 
und finden 2,’7=#,, d.h. x2,=x2,. Die Gleichheit zweier Wurzeln 
%,, %, widerstreitet aber der Forderung der Irreduktibilität von /(z). 


$ 132. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zum Beweise des 
Satzes über, daß die Gleichung 9,(x) = (0 vom Grade p(n), deren 
Wurzeln die primitiven »‘® Einheitswurzeln sind, irreduktibel wird. 
Wir nehmen an, h(x) sei ein irreduktibler Faktor von g,(2) und ® 
eine der Wurzeln von h(x2)=0; kann man nun nachweisen, daß 
h(z) = (0 durch sämtliche Wurzeln von g,(z) =0 befriedigt wird, 
dann ist die Irreduktibilität von g, sichergestellt. Sämtliche Wurzeln 
von 9,(2) = 0 können in die Form »* treten, wo % eine zu n teiler- 
fremde Zahl bedeutet. Es wäre somit zu zeigen, daß für jedes solche % 
die Gleichung h(»*) = 0 erfüllt wird. Dabei genügt es, sich auf Prim- 
zahlen % zu beschränken. Denn sind x und A zwei zu n teilerfremde 
Primzablen, die auch einander gleich sein dürfen, und ist h(o*) = 0 
und auch A(o*)=0, so hat h(a”)=0 mit der irreduktiblen Gleichung 
h(<)=0 eine Wurzel = w gemeinsam, also alle und insbesondere 
x = o*; d.h. es wird h(®**)= 0. Ist dann u eine weitere zu n teiler- 
fremde Primzahl und h(o“)=0, so hat h(x“)= 0 mit der irreduk- 
tiblen Gleichung h(x) =0 eine Wurzel = w gemeinsam, also alle, 
und insbesondere die Wurzel x = »**; d. h. es wird h(w*’*) = 0 usf. 

Bedeutet daher g eine willkürliche zu » teilerfremde Primzahl, so 
ist nachzuweisen, daB k(o®)=(0 wird. Dieser Aufgabe können wir 
eine andere Fassung in folgender neuen Gestalt geben. 
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Wir bilden die Gleichung 4(x) = 0, deren Wurzeln die g'® Po- 
tenzen der Wurzeln von A(x)=0 sind. H(z) ist mit h(x) zugleich 
irreduktibel, wie am Schlusse des vorigen Paragraphen gezeigt wurde. 
Ist also A(o@?) = 0, dann haben Ay= O0 und H=0 eine Wurzel x = w? 
gemeinsam, und es wird H(x)=h(xz). Der Nachweis der Irredukti- 
bilität von g,(x) ist daher erbracht, wenn feststeht, daß (x) nicht 
von h(x) verschieden ist. 

Wären H(x) und h(xz) voneinander verschieden, so hätten beide 
Funktionen wegen ihrer Irreduktibilität keinen Faktor gemeinsam, und 
da beide Funktionen Teiler von x«* — 1 sind, so hätten wir 


" —1=ha)H@)gl), 
was mit Hilfe von (14) übergeht in 
x" — 1l=h(a)’p(e) (mod g) 
=hla)’pl@) +4: va), 


wo ı(x) eine ganze ganzzahlige Funktion von x ist. Nimmt man auf 
beiden Seiten der letzten Gleichung die ersten Ableitungen und geht 
von der Gleichung auf die Kongruenz modulo g über, so entsteht 


na" ı!=h(a)X(x) (mod g); 


auch X(x) ist hier eine ganze ganzzahlige Funktion von x. Aus den 
beiden letzten Kongruenzen folgt 


n = a(na") nr —1)=hla)aX (a) — nh(e)? pe) 
= h(z)Y (x) 


Da nun g zu n teilerfremd ist, so können nicht alle Koeffizienten von 
Y(z) und nicht alle von A(x) durch g teilbar sein, und man sieht 
leicht, daß W(x) und h(z) modulo g kongruent zu zwei Konstanten sein 
müssen. Das widerstreitet aber der Annahme, daß h(x) als Teiler 
von (2*—1) mit einem höchsten Gliede von der Form 1.29% beginnt. 

H(x) kann demnach nicht von h(x) verschieden sein, und 9,(x) 
ist irreduktibel. 


(mod g). 


Elftes Kapitel. 


Die Kreisteilungsgleichungen. 


$ 133. Die Gleichung, welche die p(r) Einheitswurzeln n!* Ord- 
nung zu Wurzeln hat, heißt die Kreisteilungsgleichung n*® Ord- 
nung. Diese Benennung wird durch das Folgende erklärt und ge- 
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BUS Be — und stellen die 
n 


. 5 23 Er 
rechtfertigt. Wir setzen & = cos Fe + isin en 


n Größen 

RO 022° 90, Oki, 77 08 
durch Punkte 

DR Pr; 5 GurOS, Pos 7% 


der Gaußschen Zahlenebene dar. Wählen wir für die P, als Polar- 
koordinaten o,, ®,, 80 wird 

0x 7 1, Y, = 3 ? 
woraus man ersieht, daß alle »n Punkte P_ auf einem mit dem Radius 1 
um den Anfangspunkt OÖ geschlagenen Kreise liegen, derart, daß jeder 
Zentriwinkel 





POP _2ea +1  2an 2m 

& @+1 n m N 
wird. Demnach bilden die Punkte P_ die Ecken des in den Einheits- 
kreis einbeschriebenen regulären n-Ecks, bei dem die eine Ecke 
P,= e0os0 +isin O in die Richtung der reellen positiven Achse fällt. 
Bei dieser Konstruktion ist es wesentlich, daB » als primitive n® 
Einheitswurzel angenommen wird, dagegen unwesentlich, welche von 
den p(n) vorhandenen gewählt wird; die PT; 
Punkte P,_ treten sämtlich bei jeder pri- 
mitiven n'% Einheitswurzel auf, wenn- ?,:7,6 
gleich in geänderter Reihenfolge. Versteht 
man unter © eine andere, eine von o+! 
und »! verschiedene primitive Einheits- 
wurzel und bestimmt die Punkte des 

Einheitskreises 









ns 
s 
—— 





[ Ee . 4. -- - 
{) 
‘ 





' 

t 

’ ‚ 2 Tan lg i 

P,\=9®, P,=5), i 

' 

'_ 3 4 _ =n—1 
P,=9°, “00 P,_,= ©” ’ P/T;, 
’ F 
ln Fig. 8. 


so ist auch das n-Eck P,Pı Py... P,_, regulär, aber seine Seiten 
schneiden sich; es ist ein überschlagenes Vieleck, dessen Ecken, ab- 
gesehen von ihrer Anordnung, mit denen des n-Ecks P,P,P,...P,_ı 
zusammenfallen. (Die Figur bezieht sich auf die Annahmen n=5; 
5 = 0?.) 

Aus dem Besprochenen ergibt sich, daß mit der Bestimmung von 
© die Ecken des regulären n-Ecks bestimmt sind. Ja, da der Bruch 


oo! 277 
ge A eeder 04 


ist, so reicht es für die Kenntnis der n-Eckseite P,P, aus, den Wert 
von @ + ©”! zu wissen. 
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Hätte man für © eine nicht primitive Wurzel ®* genommen, die 
etwa zum Exponenten n, gehört, so würde die Konstruktion der Punkte 
P,,P,,... auf ein n,-Eck geführt haben, statt auf ein n-Eck; dabei 
ist n, ein Teiler von n. 

Wir können die Aufgabe der Bestimmung eines regulären n-Ecks 
in einfachere zerlegen, sobald » verschiedene Primfaktoren enthält, 
und als ein Produkt zweier teilerfremden Zahlen »n = s-t dargestellt 
werden kann. Denn nach der Theorie der Kettenbrüche lassen sich 
auf unendlich verschiedene Arten zwei ganze Zahlen 6 und r be- 
stimmen, die der Gleichung 


ot—Ts=l, 
also auch den Gleichungen 


T 1 20n Ortı 2 


— nm nn — u 0 


$ DE 910 YansE t n 
genügen. Daraus sieht man, daß der Zentriwinkel, der zur Seite eines 
regulären n-Ecks gehört, gefunden wird, wenn man von dem 6-fachen 
des zum regulären s-Eck gehörigen das r-fache des zum regulären 
t-Eck gehörigen Zentriwinkels abzieht. Ist 


n=pe.gP.ryY..., 


wo pP, 9, f,... die untereinander verschiedenen Primfaktoren von n be- 
deuten, so reduziert sich nach dem soeben Angegebenen die Herstellung 
eines regulären n-Ecks auf die eines regulären 9°-, eines regulären 
g°-, ...-Ecks usf. 


$ 134. Wir haben im vorigen Paragraphen die geometrisch in- 
teressante Frage nach der Konstruktion des regulären n-Ecks unter 
alleiniger Benutzung von Zirkel und Lineal noch nicht berührt. Das 
soll jetzt geschehen. Man weiß, daß die Konstruktion der Wurzeln 
von linearen und von quadratischen Gleichungen auf diese Weise stets 
durchgeführt werden kann, und daß umgekehrt, wenn eine Strecke 
mit alleiniger Benutzung von Zirkel und Lineal darstellbar ist, ihre 
Größe einem Rationalitätsbereiche angehört, der durch Adjungierung 
einer endlichen Anzahl von Quadratwurzeln aus dem ursprünglichen 
Bereiche hergeleitet werden kann, dem die gegebenen Daten entnom- 
men sind. 

Dies wenden wir auf die Konstruktion der regulären Vielecke an 
und erkennen: Nur dann und stets dann, wenn die Lösung der 
Kreisteilung für die n‘® Einheitswurzeln durch die Lösung 
einer Kette quadratischer Gleichungen möglich ist, läßt 
sich die Konstruktion des regulären n-Ecks allein durch 
Zirkel und Lineal bewerkstelligen. 
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Nach dem vorigen Paragraphen reicht es aus, die Zabl » durch 
die Potenz p* einer Primzahl zu ersetzen. 

$ 135. Wir gehen nun zu der Lösung der Gleichung 

Bl Di 2 A 

(1) er HIER +:+1=0 
über, unter der Annahme, daß p eine Primzahl sei. Um von vorn- 
herein die Ziele unserer theoretischen Untersuchungen kenntlich zu 
machen, wollen wir zwei Beispiele behandeln, p= 17 und p= 19. 


I. Wir verstehen zunächst unter ® eine primitive 17° Einheits- 


27 De . ne : 
wurzel, etwa cos-, +isin-,; dann sind sämtliche Wurzeln von 


Pa ee Eee Eu Ba a En a 
gegeben durch die Reihe der Potenzen 


14 


15% 1% 
u02,#0 +) 


BDA 
Aus ihnen bilden wir zwei Sunmen solcher Potenzen von o 
ee brachen wide ao 
n=oa+o+o®t+o'+ot+oN+o+ N, 
die so beschaffen sind, daß jedes Glied das Quadrat des vorhergehenden, 
und daß das erste Glied das Quadrat des letzten ist (unter Berücksich- 
tigung des Umstandes, daß o!’= 1 wird). Wir berechnen die Koeffi- 


zienten der quadratischen Gleichung, deren Wurzeln n, und n, sind, 
und finden zunächst 


30.0.0 Lo — 1; 
multiplizieren wir ferner die einzelnen Summanden von n, mit den 
einzelnen von 7,, so ergibt sich 

min tn)=—%; 
und die gesuchte Gleichung wird 
WW) trn-t=0. 
Daraus folgt für die Wurzeln 7, und n, der Wert 
u 
9 I 


(2) 





es ist nur noch zweifelhaft, wie die Werte 7, und 7, sich den Wur- 
zeln + Y17 zuordnen. Das erledigt sich so: es ist 


27 4 In 
‚1 RER 2 15.9 Se 4 IB 
0-+ © 2 0087; 0’ + © c08 7 > 0 +0 2 008 7 » 
7 
+ —=— 2008; 


Netto: Algebra 11 
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67 m 5x 
3 Y Mh 6” 5 ana IR im 6 ER Kal Er 
0-0 2 008 7 , o’-+0o 2 08 7, o°-+o 2 008-7, 
0 + 00 = — 2cos”,; 
1727 


und daraus erkennt man, daß n, eine reelle, wesentlich negative Größe 
ist; denn es ist ja 
3m 67 dw (.: 
be DT ee DE ER 
N (cos IT RECOR =) 2 (cos IT =); 
und es wird 
9 —r-+y17 —1— V17 
( ) Dam S ® 1.7 Mur u 
Wir bilden nun weiter aus den Potenzen der & die vier Summen 


(a) | N. eo .& o* ı 16 uk 13, N 227 0° + Br a4 = o°, 

N, Er + 8 .e o!? 1 o°, N, — 9 = o"' + ort + 0, 
die so beschaffen sind, daß jedes Glied die vierte Potenz des vorher- 
gehenden, und daß das erste Glied die vierte Potenz des letzten ist. 


Wir berechnen hier wieder die Koeffizienten der quadratischen Glei- 
chung mit den Wurzeln 7, und n, und der mit den Wurzeln n,’ und 


n; und finden zunächst 
nt m Mm; 
weiter durch Multiplikation der zusammengehörigen 7’ 


N N allg: 12 Mm: N, a ag 1% 
und daraus 


nn - m) - mn 1=0, 
(5) FR nn) = m NN 


nn) nn)’ mn-1=0, 
also 





2 Pa DET 
1-22 Val, aus 


Um die richtige Verteilung der Vorzeichen zu erlangen, betrachten 
wir die oben angegebenen Werte der @® + &"* aus (4) und erkennen, 
daß 7, und n, positive Werte haben. Also wird 


en a 
ee 


„m No” Rue N," 
Da 2 0.0 rn a re 7 


(5a) 


Endlich zerlegen wir n, in die Summe der beiden Teilsummen 


n„ =-o+o® und nn =o!+o%, 
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Daraus ergibt sich 


nn tn m, md nn nm 





und daher 
(6) Mn )- Pant m, 
also h Ru 

„- 2 + VE -n, 





Ein letzter Schritt führt uns zur endgültigen Lösung der Glei- 
chung 16 Grades (1). Da nämlich 


oe+o®=-n, und oa-o®=]1 
ist, so liefert die Gleichung zweiten Grades 


(7) nn n+1=0 


als Wurzeln er 
m“ V Me _ 
2 =E 4 ! 


die beiden Größen ® und o!°; und da die imaginäre Koordinate von 


2% 0 28 Er j 32 7 et 
le 16 _ 
Becor, Tisin-, positiv, dagegen die von © cos, tisin—, 


negativ ist, so ergibt sich als Schlußresultat 


_ Mm“ m en 
(8) na", oe _M er gle 


Um die für die Konstruktion des regulären Siebzehnecks aus- 
reichende Summe ® + o7! zu finden, ist die folgende Kette von Wur- 
zeln quadratischer Gleichungen zu bilden 


2, = y1T-1, — 2, =yY1T +1, 
2m = mt Ve +%; 2, =m+tVm’+%, 
290 2 +@ N) + VYm— mM: 
Das reguläre Siebzehneck ist also geometrisch konstruierbar 
unter Verwendung allein von Zirkel und Lineal. 
Es möge noch darauf aufmerksam gemacht werden, daß die Auf- 


lösung der zweiten Gleichung in (5) nicht notwendig ist, da, wie durch 
Ausrechnung gezeigt werden kann, 





| een one 
wird. 
tie 
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$ 136. Il. Wir kommen zum zweiten Beispiele »= 19, und 


setzen jetzt 
En er 
ET nt 
dann sind alle primitiven 19 Einheitswurzeln durch die Potenzen 
von @, d. h. durch 


7 


1a 1 18 
‚0,0 


| 
DE De 


bestimmt. Hiermit bilden wir die Summen 


9) a  — 
( 1, = 0°+ 0° + 04 044 084 04 0? + ol! w", 
die so beschaffen sind, daß jeder Summand die vierte Potenz des ihm 
vorhergehenden und der erste die vierte Potenz des letzten wird (unter 


Berücksichtigung von o"=1). Wir suchen die Koeffizienten der 
quadratischen Gleichung 


nn — N) = m — Mt Mn + Mom — O0 
auf und finden für sie durch direkte Berechnung aus (9) 


ntn=-1 mm=9I+4m tm)=9I-4=2. 
Also hat die Gleichung 
(10) ?+n+5=0 


als Wurzeln n, und n,, was wir so schreiben 


—1+Yy-—-19 
re! 
Um den Wurzeln 7,9, 7, die Zeichen +, — richtig zuzuordnen, be- 
trachten wir die imaginäre Koordinate von n,; diese wird wegen der 
ersichtlichen Ungleichung 
5% 67 


A 5 7 : ; 
sin 25 T Sin 25 — Sing 


[sin 5 | nt ee 
19% CR une 19 19 


19 
le ligE EEE .. 9% 
En + sın T + sin 15 | >0O 
positiv, so daß sich ergibt 


—i 19; 12 1095 
(11) SysgE tr ; el 2 








Weiter zerlegen wir n, und n, in je drei Partialsummen 
ee 1, a +o+o, 
(12) N = +o’+0f, N = 0 +0 + o", 


Na ae ne oT o° ? N, > al ae o1?, 
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und berechnen die elementaren symmetrischen Funktionen der »,, 7,, 
N und die der 7‘, 74, 7%, nämlich 


1 gr nn +n = No» Ni Ar Na us Mg Do. ee ee No» 


MN = Itm; 
N3 a Na a Ns ers N: na T Nas ns, NN =—-1+n, 
N: Na Ns ale No- 


Daraus folgt 

(13) | Mn) mm) tm - Yin + lin); 
| m) et m -Dn+ (im), 
und die Auflösung der Gleichungen, die durch das Nullsetzen dieser 
beiden Ausdrücke (13) entstehen, liefert die sechs Größen n,‘. Es sind 
dies zwei Gleichungen dritten Grades. Die Zuordnung ihrer Wurzeln 
zu den Werten 79, N, Ne bzw. zu 73, 74, Ns geschieht durch Be- 


trachtung der reellen Teile der n', deren Hälften für das erste Tripel 
der 7’ gleich 


2m dr 3% St 1x7 7 

ae oe ae 608; EA Teer 
(13a) 67 dr 9x 
608 75 T 008 75 — 008 75 


sind. Man sieht sofort, daß der zweite dieser Ausdrücke negativ, der 
dritte dagegen positiv ist. Ferner zeigt die Relation zwischen den 


Kosınus 
St 


1x 27 Tn IT 57 
608 I5 T 608 75 + 608 75 > 608 75 T 0608 75 1 608 75 
daß der erste der Ausdrücke (13a) größer als der zweite ist, also 
zwischen diesem Ausdruck und dem dritten liest. Dadurch wird die 


Zuordnung der Wurzeln von 
(13b) "nm + Mm) + (lm) —0 
zu den ersten drei Werten (12) unzweideutig bestimmt; und ähnliches 
gilt für das zweite Tripel in (12). 
Weiter sind die Summanden von n, die Wurzeln von 
1) Mo) - eo) m -e)- im tmn—1—0, 
und danach hat es den Anschein, als ob für die Berechnung der Koeffi- 
zienten dieser Gleichung außer der Lösung von (13b) noch die von 


(13ec) | PN +m—-dn+il-nm)=0 


nötig wäre; es wird aber in der allgemeinen Behandlung der Kreis- 
teilungsgleichung gezeigt werden, daß n,' als ganze Funktion von n, 
mit konstanten Koeffizienten darstellbar ist. 
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Die Auflösung von (14) liefert ©. Zur Bestimmung dieser Größe 
brauchen wir also die Lösung einer Gleichung zweiten und zweier 
Gleichungen dritten Grades. 

Die Aufeinanderfolge in den Graden der zu lösenden Hilfsglei- 
chungen ist dabei willkürlich. So hätte die Verteilung der Potenzen 
von » in die Summen 


n=a+oR+oN+n®+nT+ 0, 7, = o!+ 0°+ 0° + 0’+ o!?’+ of, 
7 = @+0o°’+ oT + o*+ 01° + o? 


und dieser dann in 


BE 18 REN 7 ve 8 
%„=0 790), N =-eo’r®, N? 9"7 0, 
seit: 9 Pe Se 13 BR 4 
NO RO Ma RN TO er Ne BE 
al 5 14 4 ARBR: 16 BR 2 
N =a+@, Y =o" ro, 7, =07@ 


zuerst die Lösung zweier Gleichungen dritten und dann einer solchen 
zweiten Grades gefordert. 


$ 13%. Wir gehen jetzt, nach der Behandlung dieser Beispiele, 
die uns auf die allgemeinen Resultate vorbereiten sollten, zu der 
Theorie der Kreisteilung für eine willkürliche Primzahl p über, wie 
- Gauß sie festgelegt hat. 

Aus der Zahlentheorie ist uns bekannt, daß es für jede Prim- 
zahl p9 ganze Zahlen g von der Beschaffenheit gibt, daß die kleinsten 
positiven Reste bei den Divisionen der Glieder von 


(15) ee ie 


durch » als Divisor, von ihrer Reihenfolge abgesehen, mit den Zahlen 
1,2,3,..., p—2, p—1 übereinstimmen. Daher hat die Reihe (15) 
die gleichen Elemente wie 


up +1,62 +2, 49 43,5%, %_P Tr (P—2), K4PRs N 


wenn jedes x, die größte positive ganze Zahl bedeutet, die in (9*:p) 
enthalten ist. Da es nun bei den Potenzen der Einheitswurzel ®& keine 
Wertänderung hervorruft, wenn man zu den Exponenten noch be- 
liebige Vielfache von p hinzufügt, so folgt, daß die beiden Reihen 
von je (p—1) Gliedern 


1 18 2073 ne aa a en 
0 01,1 RT und ©&,0, 0, ..., o#®7, @ 
bis auf die Reihenfolge der Glieder, die verschieden sein wird, doch 


in ihrer Gesamtheit miteinander übereinstimmen. Um die Schreibweise 
zu erleichtern, bezeichnen wir, wie Gauß es tut, 


o°= [ea]. 
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Danach können wir die (o—1) Wurzeln »* auch in der, wichtige 
Vorzüge bietenden Anordnung 


(16) [al Le’), [sf), - - , [9?=#], [g?="] 
schreiben. 

Wir zerlegen jetzt die Zahl (p—1) in die beiden Faktoren e 
und f, so daß (p—1)=e-f ist, nehmen für A eine beliebige ganze 
positive Zahl, setzen dann das Aggregat 


ER El 3 FRE u E27 er a El Eu TE FF 


bezeichnen diese Summe als eine f-gliedrige Periode und die 
Summanden auf der linken Seite als ihre Elemente. Ist A=0 oder 
ein Vielfaches von p, dann nimmt (17) den Zahlenwert f an; es soll 
in diesem Falle (17) eine uneigentliche Periode heißen. Von 
eigentlichen f-gliedrigen Perioden gibt es e, nämlich für A = gl}, 
9°, -. 7}, g* die Aggregate 


Bel el 9): 
(18) u er. ee ne, 


[+ [0 lg +: ler] Be 


daß keine anderen möglich sind, ersieht man aus der Gleichung 
Hr) hg). 
$ 138. Wir beschäftigen uns zunächst mit den wichtigsten Eigen- 
schaften der Perioden (17) von f Gliedern. 


I. Haben zwei f-gliedrige Perioden auch nur ein Ele- 
ment gemeinsam, so sind sie einander identisch gleich. Das 
ist klar; ebenso 


DO. Es ist 
(19) KAHN 1. 


III. Ersetzt man in den Perioden (18) die Wurzelo=[1] 
durch die Wurzel &@=[g], dann verschieben sich die e Pe- 


rioden (18) 
BA) 


untereinander zyklisch. Denn jedes Element [9“] geht dadurch 
in [9°+!] über. Hieraus folgt, daß, wenn man die Einheitswurzel & 
durch [9°] ersetzt, alle Perioden (18) einzeln ungeändert bleiben. 


IV. Alle Perioden haben verschiedene Zahlenwerte. 
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Denn aus der Relation (f,g“) = (f,g®) würde folgen, daß eine 
Gleichung 


ta" tat. (<a, BO<p) 


besteht, in der die Exponenten sämtlich untereinander verschieden 
sind (nach I) und zwischen 0 und p liegen. Dividiert man beide Seiten 
durch &, so gelangt man zu einer Bestimmungsgleichung für &® von 
einem Grade <(p—1). Das widerspricht der Irreduktibilität der Kreis- 
teilungsgleichung (S. 157, $ 132). Im Falle, daß eine der Perioden 
uneigentlich ist, d. h. daß (f,9°)=(f,0), ersetzt man die rechte 
Seite durch das Produkt — f-(@ + ©°+.--+?-!) und macht dann die 
gleichen Schlüsse wie soeben. 

V. Jede ganze ganzzahlige Funktion h(») von ®, die un- 
geändert bleibt, wenn man in ihr @=|1]| durch [g] ersetzt, 
hat einen ganzzahligen Wert. Es sei diese Funktion von ® ge- 
geben durch 


ko)-o+all]+ Ela) +algl+ +6,73}; 


dann ist nach der Voraussetzung, wenn man [1] durch [g], also jedes 
[9°] durch [g**+!] ersetzt, 


h(o)-o+alsi+els]+elg)+ +g[1]; 


daraus folgt durch Gleichsetzung der rechten Seiten der beiden letzten 
Gleichungen 


(c iR 1]+&-s)lg])+ (a -e)[]+ =. 


Auf Grund der Überlegungen in IV sind alle Koeffizienten dieser 
Gleichung Null, also ist 


Trainer als hei 


und daher wird 
ko)-a+a(lll+ll+l]+ + )-n-%, 
d. h. wie behauptet war: h(w») ist eine ganzzahlige Konstante. 


VI. Jede ganze ganzzahlige symmetrische Funktion der 
Perioden (18) hat einen ganzzahligen Wert. Wir ersetzen 
in dieser Funktion © =|[1] durch ® =[g]; dabei verschieben sich 
nach III die Perioden zyklisch; die vorgelegte symmetrische Funk- 
tion ändert sich also nicht und hat nach V einen ganzzahligen kon- 
stanten Wert. 

VII. Jede ganze ganzzahlige Funktion von ®, die sich 
nicht ändert, wenn man in ihr o=[1] durch [9] ersetzt, ist 
eine lineare ganzzahlige Funktion der Perioden (18). Es sei 
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ho)=o+all+elg]+t + ZEOH a A u 7 1 Re En 
a 10] TE 


die vorgelegte Funktion; dann ist, wenn man @=[1] durch o = [4] 
ersetzt, nach der Voraussetzung auch 
ho)=-n+alg]+ al’) + tal tert +: 
Hal] +. 


Daraus folgt durch Gleichsetzung der rechten Seiten der beiden letzten 
Gleichungen 


0= (a — Cy_ne+1J[l] 32 (&— Ey_1ye+2) [9°] Tea (ei — c,)[9°] 
A (&,43 — @)[g°*°] ET. 
Nach den Überlegungen in IV sind alle Koeffizienten dieser Glei- 
chung Null, also ist 


era 
er 
und deswegen Be 
he) = o+ alt] + ls] tlg +) + allg]+ [+] 
+ [g?°+1] +.) 4... 
= Gr alt, 9°) g: ah, 9) an 2 cf, 0) 

VII. Das Produkt zweier Perioden (18) ist eine ganz- 
zahlige lineare homogene Funktion aller e eigentlichen Pe- 
rioden und der einen uneigentlichen Periode Wir nehmen 
als beide Faktoren eines Produktes die beiden Perioden 

lg 149 ra rg], 
(Fe) —l[ul+ leg] + leg] ++ ug"), 


und bilden zuerst das Produkt je zweier untereinander stehender Sum- 
manden der rechten Seiten. Das gibt 


A+ul+ At) + IRA ++ = (Fi+tu). 


Dann multiplizieren wir das erste Glied von (f,A) mit dem zweiten 
von (f, u); das zweite von (f, 4) mit dem dritten von (f, u), usw. bis 
zum letzten Gliede von (f, A), welches mit dem ersten von (f, u) zu 
multiplizieren ist. Dabei erhält man die Summe 


R+ug] + [RA +ug)g] + [aA+ug)g°) + = (Fit ug). 
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Weiter multiplizieren wir das erste Glied von (f,A) mit dem dritten 
von (f, u) usw. So ergibt sich als Schlußresultat 


BA) ItW)H+ehrtug) + (hAtug") tr: 
+ (BA+ ug), 
und dadurch ist der Satz VIII bewiesen. 
Aus ihm folgt, daß jede ganze ganzzahlige Funktion der 


Perioden (18) als ganzzahlige lineare Funktion derselben 
darstellbar ist. 


IX. Die e Perioden (18) sind die Wurzeln einer irreduk- 
tiblen Gleichung e'* Grades 
(18a) Hz)=2+hr'!+h&#?+..:+h 
= (2 -EME-HP)E-GEM)—-0, 


deren Koeffizienten h, ganze Zahlen sind. Bis auf die Behaup- 
tung der Irreduktibilität folgt der Satz IX aus VI; die Irreduktibilität 
von H(z) wird folgendermaßen bewiesen: 

Ist H(z) zerlegbar, so sei H,(z) derjenige irreduktible Faktor 
von H(z), der die Größe 


2 (orte + 


2e+l 


+ . 0B 
zum Wurzel hat; dann hätte die Gleichung in & als Unbekannte 


ER ae N At ee 0 


die Wurzel &=w mit der irreduktiblen Gleichung (1), nämlich der 
Kreisteilungsgleichung, gemeinsam, und wegen der Irreduktibilität alle 
Wurzeln E=o, 0%, 0°,..., ar”! oder &= [g], 19] To Pre 
Dann folgt, daß H,(z)=0 alle Perioden (7, 9), (7, 9°), (h 9°), (9), 
die ja nach IV voneinander verschieden sind, zu Wurzeln hat; also 


ist H,(z2) = Hi(2), d.h. H=0 ist irreduktibel. 


X. Jede Periode (f, u) ist als ganze Funktion jeder an- 
deren eigentlichen Periode (f,A) darstellbar. Aus dem Schluß- 
satze des Beweises von VIII folgt, daß man setzen kann 


(% A) 2 Io0 T a1(h; g*) au ah; 9°) ie est a.(h $) 
(o=2,3,...e—1l). 
Wir nehmen zu diesem Systeme die beiden Gleichungen hinzu 
ent) + )t+ + mh) 
A) tus EN) th) +: +5 N): 





Abhängigkeit der Perioden voneinander iyiıı 








in deren erster alle Koeffizienten a,, den Wert 1 haben, während in 
der letzten alle a,, verschwinden mit Ausnahme der zu dem Gliede 
(, 9) = (f,%) gehörigen a,,, der =1 zu setzen ist. 

Wir fassen die so erhaltenen e Gleichungen als ein lineares 
System mit den e Unbekannten (f, 9), (f, 9°), -- -, (£ 9°) auf. Das ist 
ein unabhängiges System; denn wäre dies nicht so, dann könnte man 
e ganze Zahlen q,, 91, 9 - - -, 9,_, finden, für die 


a uhr sk), 0 


wäre; das widerspräche aber dem Satze IX, demzufolge H(z) irreduk- 
tibel ist. 

Aus der Unabhängigkeit der e Gleichungen folgt durch Auflösung, 
daß jede der rechts auftretenden e Perioden als ganze Funktion von 
(f, }) darstellbar ist. Man kann demnach setzen, wie behauptet wurde, 


20) (AM)=- Pso it P.ı(h, dir Pos(h 9° +: + Baer, gye=t. 


XI. Die Gleichung (20) liefert bei zyklischer Vertau- 
schung der Perioden (18) die Werte 


(208) (hget®) =e Boot B.ı(h; gt") er Bes(Ahg°r*) az 2 .r Basar (94) 


für u=1,2,5,...,„e—1,e. Denn setzt man in (20) mit Rücksicht 
auf (16), (17), (18) z statt & ein, so hat die entstehende Gleichung 
in z die Wurzel z=», daher nach IX wegen der Irreduktibilität auch 
2=0°,.... Man Ban deshalb in (20) »® durch w°, ©, ... ersetzen 
und kommt dadurch auf (20a). 


Al. Die f Glieder einer jeden der e Perioden (18) sind 
die Wurzeln einer Gleichung, deren Koeffizienten lineare 
ganzzahlige Funktionen dieser Perioden sind. Diese e Glei- 
chungen lauten 


JE a u Fe a u ee 
Ba ehe-lei Del). er) SO, 
ar 
die Koeffizienten einer jeden dieser e feel sind symmetrische 
Funktionen der Elemente der zugehörigen Periode, ändern sich also 


nicht, wenn man in ihnen & = [1] durch [9°] ersetzt. Nach VII sind 
somit sämtliche Koeffizienten in (21) von der Form 


(21a) Era) + + elh 9), 


in der die Größen c,, &, €3, - . ., ec, ganze Zahlen bedeuten. 
Dieser Satz gibt ein treffendes Beispiel für die in $ 52, 8. 63 
angestellten Betrachtungen über Reduktibilität und Irreduktibilität. 
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Die Gleichung (1) ist in dem Rationalitätsbereiche, der lediglich 
aus den rationalen Zahlen gebildet wird, irreduktibel. Nimmt man 
dagegen die e Perioden (18) oder, was gemäß X das gleiche bewirkt, 
auch nur eine von ihnen zum Rationalitätsbereiche hinzu, so wird (1) 
zerlegbar, derart, daß die linken Seiten der Gleichungen (18) die ein- 
zelnen irreduktiblen Faktoren werden, in die das Polynom von (1) 
zerfällt. Die Irreduktibilität ergibt sich aus dem Satze: 

XI. In dem Rationalitätsbereiche, der aus den ratio- 
nalen Zahlen und einer der f-gliedrigen Perioden (18) ge- 
bildet wird, ist jede der Gleichungen (21) irreduktibel. Wäre 
z. B. die erste der Gleichungen (21) zerlegbar, und H(z) der Teiler, 
der den Wurzelfaktor (2—|[g]) enthält, so können wir unter Andeu- 
tung des Rationalitätsbereiches der Koeffizienten hinter dem Semikolon 


H(lg]; ee (HM), a) (f,M)) u, 


schreiben. Setzt man nun sowohl in [g] als in allen Perioden (f, g'), 
(f, 9%), ... statt @ ein 2, so entsteht eine Gleichung in 2 mit ratio- 
nalen Koeffizienten, die die Wurzel z2= w und wegen der Irredukti- 
bilität der Kreisteilungsgleichung dann auch die Wurzeln 


#— [9°], »a=e192] 
besitzt. Daher ist gleichfalls 
HH, (99) 
<= HERRIN) = 9 
d.h. H(z)=0 hat neben z=[g] auch die Wurzeln 


2=[gr'), 2 = IE, 


Der irreduktible Faktor (z) fällt sonach mit dem Gleichungspolynom 
selbst zusammen. Demnach ist die erste und ebenso jede folgende der 
Gleichungen (18) irreduktibel. 


$ 139. Die abgeleiteten Resultate liefern die Lösung der Glei- 
chung (1) auf folgendem Wege: Man bestimme eine Wurzel der 
Gleichung (21) vom Grade e. Dann sind wegen H(z)=0 alle 
ihre Wurzeln rational durch diese eine darstellbar, und (1) 
zerfällt in die @leichungen (18). Bestimmt man eine Wurzel 
von irgendeiner unter diesen Gleichungen f‘® Grades, so 
ist dies eine primitive Wurzel von (1), und ihre Potenzen 
ergeben die übrigen Wurzeln von (1). Hiermit ist der erste 
Schritt zur Zerlegung der algebraischen Auflösung von (1) in ihre 
einfachsten Elemente. geliefert. 


>’ 140. Gesetzt, man könnte f weiter in zwei Faktoren zerlegen, 
f= ef‘, dann bilden wir die e.e’ Perioden von f' Elementen 
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a el), 
il er 


a ana aan 0 al 
Da Ua Ba Eee a a Er a) 


+ + N. 
Natürlich gelten von ihnen alle früher abgeleiteten, auf die Perioden (18) 
bezüglichen Sätze. Die neu aufzustellenden Theoreme beziehen sich 
nur auf den Zusammenhang zwischen den Perioden (18) und (22) 
untereinander. Die Gesamtheit der Elemente von (f’, 9°), 
ee lf,soge rer) gibt sämtliche Elemente von 
(5, 9°), dadurch daß a =1,2,...,e gesetzt wird. 


Die Gleichungen e® Grades 


23) a -F,A)e@-(f,P+9) (a (fi, ge -9+t9) = 0 
ae 2,a,....e) 


haben Koeffizienten, die linear und ganzzahlig durch die 
Perioden (14) ausdrückbar sind. Denn diese Koeffizienten sind 
symmetrische ganzzahlige Funktionen der Perioden (f, 9%), ..., 
(f, ge -»e+e), und da sich diese Perioden durch die Einführung von 
[9°] an Stelle von [1] nur zyklisch vertauschen, so bleiben die Koeffi- 
zienten selbst bei dieser Substitution ungeändert. Also folgt nach VI 
die in (23) ausgesprochene Eigenschaft. 

Die Gleichungen (23) sind in dem aus den rationalen 
Zahlen und den Perioden gebildeten Rationalitätsbereiche 
irreduktibel. Wäre nämlich H(z) der irreduktible Faktor des Glei- 
chungspolynoms, der den Wurzelfaktor (2—(f’, g9°%)) enthält, so hätte 
unter Andeutung des Rationalitätsbereiches die Gleichung mit der Un- 


bekannten 2 etwa 
VEREIN 
die Wurzel z= (f', 9°); also gilt die Relation 
Kfm; hm, )= 0. 


Setzt man in ihr überall z statt © ein, so entsteht hieraus eine Glei- 
chung, die mit (23) eine und daher alle Wurzeln gemeinsam hat. Folg- 


lich wäre auch | 
EDEN 0 


da die f-gliedrigen Perioden sich nicht ändern, wenn man in ihnen 


[1] durch [9°] ersetzt. Demnach hätte H(z2)=0 auch die Wur- 
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zen 2=(f, +), (f,g°°+),...; das widerspricht aber einer An- 
nahme der Reduktibilität von (23). 


$ 141. Die bisher abgeleiteten Resultate setzen uns in die Lage, 
jetzt den zweiten Teil der Lösungsvorschrift aus $ 139, der die Auf- 
lösung einer Gleichung f'* Grades forderte, weiter zu vereinfachen. 
Ist die Gleichung (22) vom Grade e aufgelöst, und sind da- 
durch die Perioden (f,9‘) bekannt geworden, so kann man 
diese in den Rationalitätsbereich aufnehmen. Die e Glei- 
chungen (23) des Grades e haben Koeffizienten, die diesem 
erweiterten Rationalitätsbereiche angehören. Hat man eine 
der Gleichungen (23) aufgelöst, dann lassen sich alle e-e 
Perioden von je f' Gliedern rational darstellen, und die 
Lösung einer Gleichung f*® Grades vollendet die Lösung 
von (18). Es sind demnach die Wurzeln einer Gleichung e'®, 
einer solchen e!® und einer solchen f'!*® Grades zu be- 
stimmen. 

Hierdurch sind wir zu der nachstehenden von (. Fr. Gauß ge- 
gebenen Lösungsvorschrift gelangt. Es sei, in seine Primfaktoren 
zerlegt, (o— 1) =«-ß-y---&, und es möge 

p— 


& 





"= ßy:.f=a, Tepe Yale le de: 


gesetzt werden. Dann verteilen wir zuerst die (p— 1) Wurzeln o, w°, 
©, ..., @-1 in « Perioden von je a Gliedern; diese Glieder einzeln 
wieder in 8 Perioden von je b Gliedern usw. Die Auflösung einer 
Gleichung vom Grade « gibt uns die Werte der ersten « Perioden; 
ja, man braucht sogar nur eine der Wurzeln der Gleichung, da alle 
durch die eine rational darstellbar sind. Dann sind die Koeffizienten 
aller « Gleichungen ft” Grades bestimmt, von denen die ß« Perioden 
von je b Gliedern abhängen. Von einer derselben suchen wir eine be- 
liebige Wurzel; durch diese können wir alle Perioden von b Gliedern 
rational darstellen und durch sie die Koeffizienten der «ß Gleichungen 
y'®® Grades, von denen die «ßy Perioden von je c Gliedern abhängen, 
usf., bis die Operationen mit der Bestimmung einer Wurzel einer Glei- 


chung des Grades & ihren Abschluß finden. 


$ 142. Es liegt bei dieser Lösung noch eine Schwierigkeit vor, 
die ans Licht gezogen und beseitigt werden muß. Ist willkürlich eine 
primitive p'° Einheitswurzel als & fixiert, etwa 


ce 2% 
o-[3]) 
s p 


so sind dadurch zugleich sämtliche Perioden bestimmt, wie (17) zeigt. 
Wenn man andererseits durch Ausführung der dargelegten Gaußschen 
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Lösungsmethode auf eine f-gliedrige Periode geführt wird, so steht 
die Bestimmung darüber noch aus, auf welche der e Perioden man 
dabei gekommen ist. Nun ist in IV gezeigt worden, daß alle diese 
Perioden verschiedene Zahlenwerte besitzen. Berechnet man also mit 
Hilfe einer Tafel für die goniometrischen Funktionen sämtliche Perioden 
etwa so weit, daß die Verschiedenheit ihrer Werte zutage tritt, dann 
liefert eine einfache Vergleichung mit dem Werte des zu bestimmenden 
(/, «) die eindeutige Feststellung von «. — Die Behandlung der Bei- 
spiele p=17T und p=19 ($ 136) zeigt übrigens, daß es zur Be- 
stimmung von & noch andere Wege gibt. 


Zwölftes Kapitel. 


Zyklische und reziproke Gleichungen. 


$ 143. Es sei unter O(x) eine rationale ganze Funktion von & 
verstanden. Setzt man in ihr 0(x) für x ein, bildet man also 0[0(x)], 
so werde dies mit #°(x) bezeichnet; ebenso setzen wir weiter in 
gleicher Art 


9[0°(&)] 2 0°), 9[0°(z)] _ 0x), a 0|0”(«)] .- ra), wh, 
so daß hier die oberen Indizes nicht als Potenzexponenten aufzu- 


fassen sind. 
Wir wollen die Gleichungen nt Grades 


% f(a) — 0 


betrachten, deren Wurzeln die n Größen 


(2) | u, 9a), Oa,), -.., 9") 

sind, und bei denen 

(8) 9") 

sein soll, d. h. bei denen die Zahlenwerte der beiden Seiten von (3) über- 
einstimmen. Aus (3) folgt für jedes positive ganzzahlige %k die Gleichung 


. re) A). 


Gleichungen, bei denen diese Voraussetzungen sich verwirklichen, 
heißen zyklische Gleichungen. Zu ihnen gehören die im vorigen 
Kapitel behandelten Kreisteilungsgleichungen, denn für sie ist n=p—1 
und 

ar—1 c 2% 
fa)=—; Md)=2r; mol! a 
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ferner gehören zu ihnen die Periodengleichungen e'® Grades IX, S. 170, 
wie aus X und XI hervorgeht. Für sie gelten demnach die jetzt her- 
zuleitenden Resultate gleichfalls. 


$ 144. Verstehen wir nun unter « eine primitive Wurzel der 
Gleichung 
(5) ®—1-(, 
dann sind jetzt alle »‘® Einheitswurzeln durch die » Glieder 
PR 00 er 
gegeben. Mit ihnen bilden wir die n Ausdrücke 
(6) = nm4+ 00a) + ara) + are) + + ar Nor) 
(«=0,1,...,n—]1) 
und untersuchen die Änderung, die das Produkt 
(7) vv tl t+erIa) terra) +) - 
(x, +02) + a@?0?&,) +)" 
erleidet, wenn man in ihm x, durch 6(x,), also jedes #%(x,) durch 
or +!(z,) ersetzt. 
Dabei geht die rechte Seite der letzten Gleichung in 
a) tere) tar) +). 
(0(x,) ar «0° (z,) ne 00) ER Se az: 
— a*(a*0(&,) + ara) + ara) + Jarrtr. 
(O2) + 2022) + @30°a,) +. -)r=* 
u 


über, d. h. sie ändert sich nicht. Man kann ausführlicher mit Angabe 
des Arguments bei den v schreiben 


v„[0(&,)] - v,[0(&)]" "= va) ua)" * 
Wenn man hierin nochmals x, durch 9(x,) ersetzt, usw., dann folgt, 
wie aus den eckigen Klammern ersichtlich ist, 


— v,[9°,)] v1) =.) ul). 


Demnach wird jedes 


(8) VW’ = = [v,(z,) 0, (&,)" + v,(0)-v,(Ayr* 
+0,09) (Orr + 


eine symmetrische Funktion der Wurzeln von (1), also rational in den 
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Koeffizienten von (1) darstellbar, kann demnach als bekannt angesehen 
werden. Wir bezeichnen 


(9) Deu la (#«=0,1,2,..,n—1), 
wo die Z, rational in den Koeffizienten von f(x) und denen von 6(«) 
sind. Insbesondere ist für <=0 und«=1 

vv"=Ll; v"—-L, 


so daß man durch Ausziehung einer n'® Wurzel aus einer bekannten 
Größe L, zu iM 
(10) vyu—=YVL, 


kommt, und dann weiter rational durch v, die Größen 


L L L IE 
N Base Ge I er Tu: ee TU, UNE 7 ulm 
1 1 r 





1 


darstellen kann. Hierdurch ergibt sich das System von Gleichungen 





+ Pa) + Pa)+ Pa)+ 2 
& +0 0(&) + 029) + 00%) +---=- VL, 
x + «?0d(a,) + 0°(&,) + ala) + .- 2. L}, 
2 + 00a) + 0NE) + Ka) + ZVLE 


wenn man diese Gleichungen der Reihe nach mit den Potenzen der 
primitiven »‘% Einheitswurzel « 


TE EN ee NEE 
multipliziert und die » Produkte addiert, dann folgt 
(11) (a,)= Ban an GTZ, re @?*L,YL°+ e"L,YL’+ u 
en a Pe \ 


Bedenkt man, daß die Potenzen von « die n*® Einheitswurzeln 
sind, so kann man diese Potenzen in die n-deutigen n‘® Wurzeln aus 
L, einbegreifen und schreiben 


12) =, [+ LVE + LVZ)’ + LVZ) + 
+ VD)” ], 


wo x, jede n'® Einheitswurzel von (1) sein kann. 
Netto: Algebra 12 
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Können die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
n'® Grades in der Form 


20a), Dale a 


dargestellt werden, wo ®(x) eine rationale Funktion von & 
"bedeutet, für die 6*(x,) wieder =x, wird, so ist die Glei- 
chung durch Wurzelausdrücke lösbar. 


$ 145. Wir wollen jetzt die Voraussetzungen über (1) erweitern: 
(1) sei eine irreduktible Gleichung, bei der zwischen zwei Wurzeln 
x und x, eine rationale Beziehung besteht, etwa 


(13) x = 0(&,). 
Demnach ist 

f(@) = f(x) = 0, 
d.h. x, ist eine Wurzel der Gleichung 


f(0x) =. 
Da diese mit der irreduktiblen Gleichung (1) eine Wurzel gemein 
hat, so hat sie alle gemeinsam und insbesondere O(x,), d. h. es ist 
identisch 
foL0&)) = Fan) = 0. 


Folglich hat (1) auch die Wurzel x = 0°(«,). Daraufhin beweist man 
in ähnlicher Art die Existenz der Wurzel x = 0°(x,) von (1) usw. 
Allgemein: Jedes Glied der Reihe 


(14) 2, 02), &a), &a), a), -.- 


ist eine Wurzel von (1). Da aber diese Reihe unendlich viele Glieder 
enthält, während (1) nur » Wurzeln besitzt, so müssen gewisse 
Gleichungen von der Form 


0) =) 
gelten. Schreiben wir diese Gleichung in der Gestalt 
[0a] = &a), 
so sehen wir, daß die beiden Gleichungen in y 
"y)=y und fy)—0 


eine Wurzel, nämlich y=0*(x,) gemeinsam haben; wegen der Irreduk- 
tibilität von /(y) = 0 hat dann 9(y)=y alle Wurzeln von f(y) = 0 
zu Wurzeln, insbesondere y=x,, d.h. es ist 9°(x,)=x,. Also gibt 
es in (14) Glieder, die dem ersten gleich werden. Tritt dies beim 
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Durchlaufen der Reihe (14) von links nach rechts zum ersten Male 
für A=m ein, dann erkennt man leicht, daß auch 


ee ren) EN 01,222, m 1) 
ist, und daß die m Glieder 
(15) rn 0a). 5 Bm) 


alle untereinander verschieden sind. 

Stellt (15) alle Wurzeln von (1) dar, d.h. ist m=n, dann wird 
(1) eine zyklische Gleichung. 

Ist m <n, dann gibt es Wurzeln 2=x, von (1), die in (15) 
nicht vorkommen. Wendet man auf x, genau die Schlüsse an, die 
von = x, auf (15) geführt haben, so kommt man auf eine Reihe 


(15a) %, Has), Ola), ..., 9a) 
von lauter verschiedenen Wurzeln von (1), und es ist 
0% (x,) = Lg» 


Wir finden m’ = m. Wäre nämlich etwa m’< m, so folgt, da die 
beiden Gleichungen 


fy)—=0 und @"W)-y=0 
die Wurzel y=x, gemeinsam haben, und da f(y) irreduktibel ist, 
daß auch 

faü)=0 und a) =0 (m’<m) 
ist. Die letzte Gleichung steht aber im Widerspruch zu (15). Also 
ist m’= m. Im Falle m > m’ machen wir ähnliche Schlüsse. Wir er- 
kennen: Ist m=g:m’, so kann man die Wurzeln von (1) in 
9 Zeilen einordnen 

N LP re LE 


2 m—1 
En da >75; 


(16) [9"2,=%,;@=1,2,..,9], 


2 —1 
0 0 nl, 


wobei jede Wurzel von (1) einmal und nur einmal auftritt, 
Die letzte Behauptung ist noch zu beweisen; das geschieht so: Wäre 


etwa 
6°, —— 0° x, 


so könnte daraus die Relation 
VE A 
erschlossen werden, d.h. x, käme schon unter den Gliedern der Reihe 


2, —1 
aa! A OR 
122 
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vor. Das aber wurde ausgeschlossen, und damit ist die Richtigkeit 
der Behauptung dargetan. 


$ 146. Setzt man nun, der Anordnung (16) der Wurzeln ent- 
sprechend, 
@-2,)@-92,)(e- 9)... (@- mi) 9), 
(6-2) @-02,)(@- 02)... (e- mia) = ul), 





17) 
(—2,)@ 02 )(e—- 0x)... @ Org 
so sind die g Gleichungen in 2 
- , e p,(2) = 0 (@e=1,2,3,...,9) 
zyklisch, und es wird sein 
f(@) = 912) 922) - - 9,(2). 
Auf diese Zerlegung wollen wir näher eingehen. 
Es sei y, irgendeine ganze symmetrische Funktion von «,, 0x,, 
Dan en 02 ann wird 
y = ta) = v0) = ve) von iz,). 
Bezeichnet man mit %,, %, ..., Y, die Werte, die y, annimmt, wenn 


man in Y, die Wurzel x, durch &,, %,...., %, eısetzt, so findet man 
entsprechend die Relationen 


Y = v2) = v0) = v(On,) = = v0" 'z,) 


und daraus 
1 R e=0,1,..,m—1 
ytnt+ +, 200 %) (sa ); 


wobei die rechte Seite symmetrisch in den Wurzeln von (1), also 
rational in deren Koeffizienten dargestellt werden kann. In gleicher 
Weise finden wir für ein beliebiges ganzzahliges A als Exponenten 


—=0,1,..,m—1 
2 IE Zee 2(g« K PL PEEER )- 
Yı + % Tr 7% a 24) ß=1,2,...,9 
Es sind also die Wurzelpotenzsummen und damit die Koeffizienten 
der Gleichung 


18) W-y)y 9) W-y)=yP-ayPtt Em, 0 


rational bekannt. Man kann daher jede ganze rationale Funktion von 
x, 02,, 0°&,,..., 0”='x, mit Hilfe einer Gleichung (18) vom Grade g 
bestimmen, und weiter dann jede der Größen x,, Ox,, 0?x,, ..., "1x, 
mit Hilfe einer Gleichung (17) vom Grade m. 
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Die Lösung von (1) des Grades n=m-g ist damit zurückgeführt 
auf die einer Anzahl von Gleichungen mt” und g‘®® Grades. 

H. N. Abel, von dem diese Untersuchungen stammen, hat das 
Resultat noch weiter präzisiert. Er zeigt, daß es genügt, eine 
Gleichung gt“® und g Gleichungen m*“* Grades zu lösen, um alle Wur- 
zeln von (1) zu bestimmen. Hierauf können wir aber nicht näher 
eingehen. 


$ 147. Ein einfaches Beispiel für die in den letzten Paragraphen 
besprochenen Verhältnisse liefern die sogenannten reziproken Glei- 
chungen. Wir nennen eine Gleichung F(x)=( reziprok, wenn 
mit jeder Wurzel x, gleichzeitig ihr reziproker Wert — eine 


1 


Wurzel der Gleichung wird. 


1 
Im allgemeinen werden die Werte x, und _- voneinander ver- 
1 
schieden sein; es kann aber auch 


die aufgestellte Bedingung befriedigen. Von diesen Wurzeln +1 und 
— 1 sehen wir nun zunächst ab; dann kann jeder Wurzel x, von 


F(x)=0 eine von x, verschiedene Wurzel x, zugeordnet werden, für 


1 
die 5, -%=1 ist, oder auch = —- 
1 


Ist nun 
F(x) = a0" + a ar" + aaa" ?+-. - +4, ,®+a, 2 ta, =, 
so wird 
1 
=" F(-—) = a,” +a,_ ,2""1+4a,_0” +. + ++ = 0 


die gleiche Gleichung sein wie F(x)=0, und daraus fließt durch 
Vergleichung entsprechender Koeffizienten 





Ss 


Band 4, a 
Bezeichnet man den gemeinsamen Wert dieser Brüche mit o, so er- 
gibt sich 

a ee ee 
und entweder 


A, Irz Ag; 1 = A, a 
oder 


ee) 7 wi en 
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Dementsprechend folgt entweder 
oa" +1) ta, lar tt) tal? Hd) H = 0 
var —1)+a (art) Ha, ad) + —0. 


Die zweite dieser beiden Formen läßt die Wurzel <=1 zu; von 
dieser Wurzel hatten wir aber die reziproke Gleichung F=0 von 
vornherein befreit. Es bleibt also nur die erste der beiden Formen 
zurück. In ihr können wir n = 2» setzen, da die Wurzeln in Paaren 
zu je zwei angeordnet werden können. Dividiert man die entstehende 
Gleichung durch x”, so ergibt sich 


(19) a (2 I) = (a4 


oder 


En) “r a(@'+) +. =0. 





ax” 


Diese Form läßt sich durch eine naheliesende Transformation stark 
vereinfachen. Wir führen eine neue Unbekannte y ein, die mit & 
durch 


1 
(20) VRT z’ 
oder, was dasselbe besagt, durch 
1 u Yazscr 
(203) = I(y+ PA) 


verbunden ist. Die Potenzierung von (20) oder die Benutzung der 
einfach zu beweisenden Rekursionsformel 


et (erä)lerd) et) 


liefert dann die Reihe der Gleichungen 








1 
ee rm ni 
+ = pP —3y, 


“+ Z-yp-4pt2, 
+, =y—5y+dy, 


cd 


Zr + IN —2, 


Führt man die Werte der rechten Seiten in (19) ein, so verwandelt 
sich diese Gleichung vom Grade 2» in x in eine solche vom Grade » 
in y unter Hinzunahme einer quadratischen Gleichung für «. 
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$ 148. Die im vorigen Paragraphen eingeführte Größe 
mn __ 4% 
ren 
hat einen der beiden Werte +1, — 1. 
Die Annahme o = +1 ist im voraufgehenden behandelt. und er- 
ledigt worden; sie liefert die reziproken Gleichungen in der Form 


WE +a@"i+ aa" ?it.. +, +ta+m—=0. 
Die Annahme o = — 1 läßt sich leicht behandeln; sie führt auf 
die Form 
Wr + nat"? Rt aan y—=0 


und ergibt die Existenz einer Wurzel © —=1. 


Dreizehntes Kapitel. 


Substitutionengruppen. Funktionengattungen. 


$ 149. Die im neunten Kapitel gegebene Behandlung der ein- 
und der zweiwertigen Funktionen von n unbestimmten Größen «,, 
%gy » ++, %, führt ungezwungen auf die Frage nach den mehrwertigen 
Funktionen dieser Größen und läßt schon von vornherein vermuten, 
daB sie für die Theorie der algebraischen Gleichungen von Nutzen 
sein werden. 

Eine ganze rationale Funktion 9, (&,,%,...,2,) der Größen x,, 
%gy >, %, heißt o-wertig, wenn die n! Permutationen der Größen 
X, Kg). ., %, Im ganzen o voneinander verschiedene Werte g,, 93, ..., Pp, 
aus 9, Beer Bezeichnen wir also den Übergang von der ee 
lichen Anordnung X, , %,...., &, zu der Permutation @,, @,,...,%,, durch 
das Symbol 
(1) (u 192 2) 37 ’ >) — 5, 


Dr Di %, 


' Va? 3, 


und nennen s, eine Substitution der Elemente x,, so gibt es Sub- 
stitutionen, die p, in g,, solche, die p, in @,, ..., endlich p, in @, 
ihren. Bemerkenswert ist ir: identische Substitution 


Kyy Kgy Kgy +0, %y 
(2) Sp — ’ 
Kyy Ügy Uy, 00, Km 


die sich dadurch auszeichnet, daß jedes x, an seinem Platze bleibt. 
Wir bezeichnen gelegentlich s, = 1. 
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$ 150. Es ist klar, daß die Elemente x, der oberen Zeile der 
Substitution (1) beliebig angeordnet werden können, ohne daß die 
Substitution geändert wird, falls nur unter jedem x, das x, steht, 
durch das nach (1) das Dim x, zu ersetzen ist. Bilden also ; 
hy, Rs, ...., h, eine willkürliche Permutation der Zahlen 1, 2 ae, Rn, 
so Sin, Ban statt (1) auch schreiben 


1a) Dr Bm 9 Un, 
a =$,. 
) Vi 70.137 N “ 
Ist ein ©, gleich dem in (1) oder (1a) darüber stehenden x,, läßt 
also die Permutation das Element x, an seiner bisherigen Stelle, dann 


braucht die aus beiden Elementen bestehende Spalte nicht in das 
Symbol der Substitution aufgenommen zu werden; es ist daher z. B. 


& %g, Ug) “) er (= X) .). 
%g, I, I, I X, Lu, I 
Natürlich ist dies aber nur dann angängig, wenn die Elemente der 
Substitution bereits anderweitig festgelegt sind. 
Läßt s, auf x, folgen &,, auf x, ferner x, ust, auf x, weiter , 


und auf &, endlich wieder x, (was ja einmal Torkonen muß), so 
können wir diese Elemente (1a) nach dem soeben Besprochenen so 


anordnen: 
(bi Kr ny Apr Dyn #0 
re A rc 
Da die angegebenen Elemente &,, %,, . . ., 2,, &, nicht weiter ins, 


vorkommen, so kann man sie von den übrigen abtrennen und sie für 
sich in eine Klammer schließen 


(1b) (& Ey rer, Ip ). 


DE a 


Man nennt (1b) einen Zyklus und die Anzahl der in ihn eingehen- 
den x seine Ordnung. 

Ein Zyklus von der Ordnung 2 ist eine Transposition. 

Jede Substitution ist auf mannigfaltige Art in Zyklen zerlegbar. 
So hat man z. B, wenn man der Bequemlichkeit halber nur die In- 
dizes der x hinschreibt, also statt x, nur a, die Darstellungen 


( 2,3,4,5,6,7, 8,9, Dr ( 4,9, (2 6, Sl OR 
4, 6,0,9,1,8,7,2,5,3/)  \4, 9,5, 1/\6, 8, 2/\o, 3/\7 


I 2 
er 9, i) 0, 2\(6 8, A 2\(8 2, o\(& 1,4, A 
4,9, 5, 1/\3,.0/\8,2,6/ ”.\3, 0/42, 6,8/\,89%5 
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$ 151. Wir betrachten nun sämtliche Substitutionen, unter deren 
Einfluß eine beliebige vorgelegte Funktion = 9, ungeändert bleibt. 
Dies seien die Substitutionen 


(3) 5) $95 53) AN, 5,. 


Bildet man jetzt (@, ),,, 4. h. führt man in p zunächst die zu (3) ge- 
hörige Substitution s, durch und dann in dem hierbei erhaltenen Re- 
sultate p,, die auch zu (3) gehörige Substitution s,, so bleibt bei 
beiden Operationen der Wert der Funktion 9=9, ungeändert. Nun 
ist die Aufeinanderfolge zweier Substitutionen 


X, Ta, BEeEL) LK, X X, GE | KL, 
(4) | 5 ( ? Mer, 


Tu) Ta, .. ig x n 17) K3, .. BR Ip, 


wieder eine Substitution, nämlich die folgende 


U Mr 00 Un 
wi ’ 
Er a Fb, 
die wir als Produkt von s, und s, bezeichnen wollen. Wir schreiben 
das Resultat in der Form 


(5) es, 


obwohl diese Bildung einer der wichtigsten Eigenschaften des Produktes 
gewöhnlicher Zahlen entbehrt, nämlich der, von der Stellung der 
Faktoren unabhängig zu sein. 

Aus dem zu Anfang dieses Paragraphen Gesagten folgt, daß, wenn 
die beiden Substitutionen s, und s, zu den unter (3) gegebenen ge- 
hören, die 9, = nicht ändern, auch ihr Produkt unter (3) vorkommt. 

Wir nennen jeden Komplex von Substitutionen eine Substitu- 
tionengruppe, wenn er das Produkt je zweier in ihm auftretenden 
Substitutionen enthält. Dabei können die beiden Faktoren auch ein- 
ander gleich sein. 

Wir wollen s, bzw. s, aus (4) kürzer durch bloße Indizesangabe 
bezeichnen und schreiben demnach 


0 ed PERF a} 
Für die identische Substitution s, aus (2) setzen wir, wie schon an- 


gegeben, das Symbol 
i 
(7) = ()-1, 


V 


was angeht, da man für jedes s, die Gleichung s,s, = 55, hat. 
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Es gilt nun für Substitutionen der Satz: Ist die Gleichung 
$48, = 535, 


erfüllt, so folgt daraus die Gleichung 


Ist nämlich 


ln al) 


so folgt 
ee eye PAR: ee) AR 


und wegen der vorausgesetzten Gleichheit von s,s, und s,s, ergibt sich 
der Reihe nach 
VOrSEDR la und 5,= 85, 
wie behauptet war. 
In gleicher Weise erkennt man: Ist die Gleichung 


$,5. = 5,55 
erfüllt, so folgt daraus 
Sy = 53: 
Weiter ergibt sich: Bedeuten die Symbole 
(8) Sg3.899 Syr zur Sr 


voneinander verschiedene Substitutionen, und bedeutet s, 
eine beliebige Substitution, so sind auch die Substitutionen 


(9) - Sad SI 5,Iw Ra) S7Iw 


untereinander verschieden. — Wenn insbesondere die Substitu- 
tionen (8) die Elemente einer Gruppe sind, der auch s, angehört, 
dann sind die Substitutionen (9) bis auf die Reihenfolge mit denen 
aus (8) die gleichen. 

Wir haben für die Aufeinanderfolge zweier Substitutionen die Be- 
zeichnung „Produkt“ eingeführt; es fragt sich, inwieweit die gewöhn- 
lichen Multiplikationsregeln (das’ kommutative, das distributive und 
das assoziative Gesetz) hier noch gültig sind. 

Das kommutative Gesetz der gewöhnlichen Produktbildung 


ab=ba 


gilt hier im allgemeinen nicht mehr, wenn a und b beliebige Sub- 
stitutionen bedeuten. Das wurde bereits erwähnt; als Beispiel gelte 





Multiplikationsgesetze 187 














noch folgendes, wobei die x, wieder durch ihre Indizes « ersetzt sind. 


Es ist: 
ee) (es); ,) 
EI DE ER IE SIE 


& 2 le 2 )=(5 2 )-6 0); 

21) BUT N RITTER 

also können verschiedene Anordnungen der gleichen Faktoren auf ver- 
schiedene Produkte führen. 


Dagegen gilt bei der Multiplikation von Substitutionen das asso- 
ziative Gesetz, d. h. es ist 


(8483)8, = 82(838,)- 


In der Tat wird, wenn man die drei Substitutionen in der Form 
1 Bye: Varzegen 
= ( ‚&) ). -( ‚2, ), -( ‚# ) 
0, Os, ae Pi» Ps, ne“ Yı> Ya EN 
ansetzt, zunächst 


(} Kan, Me a 
5,5, = 8,5, = 
REIN EN) Da en 


und dann weiter 
In as: 
ir 4; De ) 
ER. 


so daß dadurch das assoziative Gesetz bewiesen ist. 
Auf Grund dieses Gesetzes kann man die Potenzen von Sub- 
stitutionen definieren: 


dagegen wird 


Saas Er (S28.)8% va s x I er 54(828,) Ta Su j Ss; 


Ki 2 — 2 —_— 8 
Bes!ts, = 8,8} = 8,545. 7 


a ao 


Da es nur n! Permutationen unter n verschiedenen Größen gibt und 
demnach ebenso viele Substitutionen, so muß es in der Reihe der 
Potenzen jeder Substitution 


s? 


@) 


3 4 5 
Su) Sm 9a Sun 


einander gleiche Potenzen geben. Aus der Annahme solcher Gleichheit 


su ig? („>u) 
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ergibt sich unter Benutzung der identischen Substitution (2) 
DEE FE Fa 7 
Pe a 


d. h. unter den Potenzen jeder Substitution s, kommt die identische 
Substitution s,—= 1 vor. 

Ist z der niedrigste Exponent > (0, für den ®=]1 wird, 
so heißt vr die Ordnung von s. Dies stimmt mit der Definition 
der Ordnung eines Zyklus überein. 

Für das distributive Gesetz gibt es hier natürlich keine Statt. 


$ 152. Alle Potenzen, deren Exponent <r ist, d. h. alle Glieder 
Sl 1, STE Se 
sind untereinander verschieden. Denn aus einer Gleichung von der Form 


sg (u<v<r) 
würde, wie oben, folgen 
Pt—] (v„—u<r), 


was der Annahme über z widersprechen würde. 
Wir können jetzt auch Potenzen von Substitutionen mit negativen 
Exponenten definieren. Das geschieht durch die Gleichungen 


Ba Sec Se 


—-—3 _ ot—3 
y 5 6) 


JE Zeche 


Da sıch hieraus ergibt 
SA Ka == Se su = ik 


so dürfen wir definieren: s=“ ist die Reziproke von s“, und wenn 


(+4) ist, dann folgt "2a 
Enthält eine Substitutionengruppe die Substitution s, so alle 
Potenzen von s und insbesondere die identische Substitution s,. 


$ 155. Nachdem wir uns so über die Substitutionen vorläufig 
orientiert haben, kehren wir zu den Betrachtungen von $ 149 zurück. 
Wir zeigten dort, daß jeder ganzen Funktion p(&,,%,,...,%,) von 
n unbestimmten Größen &,, &,,...., x, eine Substitutionengruppe dieser & 
zugehört, die dadurch charakterisiert ist, daß sie alle und nur die 
Substitutionen umfaßt, deren Anwendung auf p diese Funktion un- 
geändert läßt. Wir wollen nun auch umgekehrt nachweisen, daß jeder 
Substitutionengruppe eine, ja unendlich viele Funktionen der ange- 
gebenen Eigenschaft zugehören. 
Zunächst betrachten wir eine Funktion % von der Form eines 
Monoms 
Ds ONE er 


n? 
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bei der die Exponenten «, ß,..., 6 fest und alle untereinander ver- 
schieden sein sollen. Dann hat u bei den »n! Substitutionen der x 
untereinander lauter verschiedene Werte. Wir bezeichnen mit 


U, Ze va, Un %i,) 
den Wert, der aus / durch Verwendung von s, hervorgeht. Sind nun 
(10) So» Sr Say ** F-ı 
die Substitutionen einer Gruppe, die wir mit @ bezeichnen, dann 
bilden wir die Summe 
Dim, Dg,. Yu, %,) am v, an v, 35 SEE ir 20m 


und behaupten, daB ® zur Gruppe @ gehört, mit anderen Worten: 
daß ® für alle Substitutionen (10) ungeändert bleibt und auch nur 
für sie. Ist nämlich s, eine Substitution von (10), so gibt ihre An- 
wendung auf ® das Resultat 


De a Vur, +% . Vs, ra Ze Vu) 


und nach $ 151, (9) ist dies gleich ®; damit wäre der erste Teil der 


Behauptung begründet. 
Ist dagegen 6 eine Substitution der x, die nicht unter (10) vor- 
kommt, so sind die r Substitutionen 


3,5% 


3,0029,09, 580 483%2.91210, 


wie leicht zu sehen, voneinander und ebenso von den Substitutionen (10) 
verschieden. Das Entsprechende gilt von den Funktionen 


U,, Vo Vo 27 V,._10 


untereinander, so daß ® und ©, keinen Summanden gemein haben, 
also verschieden sind: ®&, + ©. 

Wir haben hiermit eine Regel gegeben, durch die beliebig viele 
Funktionen bestimmt werden können, die zu der Gruppe @ von r Sub- 
stitutionen gehören. Wir wollen alle Funktionen dieser Eigenschaft 
einer und derselben Funktionengattung zuerteilen; diese ist durch 
die Gruppe als ihre „Invariante“ eindeutig bestimmt. Die zu einer 
Gattung gehörigen Funktionen sind, wie bald gezeigt werden soll, 
durch wichtige algebraische Eigenschaften miteinander verbunden. 


S 154. Es sei wieder p(%,, %g, ..., %,) eine mehrwertige Funktion 
der x,; sie gehöre zur Gattung @ mit den r Substitutionen (10); 
6, sei eine nicht in @ enthaltene Substitution der x,, also 9, + 9. 
Wir betrachten die Reihe von Substitutionen 


(11) Sog, 5102, 52095 - 7 S-19%- 
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Auf p angewendet, ergeben sie sämtlich 
Pie Sr (P,)or Yir P,, ’ 


d. h. sie wandeln sämtlich den Funktionalwert p, in g,, um. 
Wenn umgekehrt für eine Substitution 7 


ER also Pro 


ist, so gehört ro, ! zu dem Komplexe (10), da es die Funktion @ 
nicht ändert. Folglich gibt es in (10) ein s,, für das 


Br I 
To, =5,, ‚also T=5,6, 


wird. Demnach enthält (11) alle Substitutionen, die den Funktional- 
wert p in 9, überführen. 

Endlich sind alle Glieder von (11) untereinander verschieden, da 
aus einer Gleichung von der Form 


5403 = 550, folgen würde s,= S;. 


Daher liefern (10) und (11) zusammen 2r untereinander ver- 
schiedene Substitutionen. | 

Ist 27 <n!, so gibt es außer den 2r noch eine neue Substitution, 
die wir mit 6, bezeichnen wollen; mit der Reihe 


(11a) . Sg03, S10g, » + +5 S,_103 


stellen wir dieselben Betrachtungen an wie soeben mit (11) und sehen 
dabei, daß (11a) alle und nur die Substitutionen enthält, die p in @,, 
umwandeln. 

So geht es weiter, bis alle »! Substitutionen untergebracht sind; 


die Schlußreihe lautet dabei 
(11b) SH Og S1Ggy ++ +7 H-10g- 


Dabei folgt ro=n! Benennt man die Anzahl der Substitutionen 
einer Gruppe ihre Ordnung, so gilt: Das Produkt aus der Werte- 
anzahl einer Funktion in die Ordnung ihrer Gruppe ist n!. 
Es bestehen daher z. B. für n=4 nur die Möglichkeiten r=]1, 2, 3, 
4, 6, 12, 24 für die Werteanzahl einer Funktion von vier Variabeln. 


$ 155. Die Überlegungen und Schlüsse des vorigen Paragraphen 
lassen sich leicht verallgemeinern. Die zur Funktion ®(z,, %,,...,%,) 


gehörige Gruppe @ bestehe aus den Substitutionen 
(10) 


So> 515 .. ., Pe 


Weiter sei eine Funktion X(z,,%,,...,2,) mit der zugehörigen 
Gruppe H gegeben, die neben anderen noch alle Substitutionen (10) 
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enthält. Es sei ferner 6, eine nicht in @ enthaltene Substitution 
von H. Wir bilden mit ihr den Komplex 

(11) Sog, S109, * +, 5-10 

und führen mit ihm die oben angestellten Schlüsse durch. So stößt 
man auf den Satz: Kommen alle Substitutionen einer Gruppe @ 
der Ordnung r unter den Substitutionen einer Gruppe H der 
Ordnung r, vor, so ist r, ein Vielfaches von r. 

Oder auch: Bleibt eine o,-wertige Funktion X(2,,%,..-, %,) 
für alle Substitutionen ungeändert, die die o-wertige Funk- 
tion D(x,,%g,...,%,) nicht ändern, dann ist og ein Vielfaches 
von 9- 

Nimmt man FM als symmetrische Gruppe, demnach »,=n!, so 
kommt man auf die entsprechenden Sätze des vorigen Paragraphen 
zurück. 

Eine Gruppe G, deren Substitutionen sämtlich in der Gruppe 4 
enthalten sind, heißt eine Untergruppe oder ein Teiler von A. 
Die Gattung, der die Funktion X(z,,%,,...,%,) angehört, steht 
unter der Gattung, der die Funktion ®(x,,%,, ...,x,) angehört. 

Die symmetrische Gattung steht unter jeder anderen Gattung. 


$ 156. Nun seig,=9,, einer der Werte, die g annehmen kann. 
Wir fragen nach der zu , gehörigen Gruppe, d. h. nach dem In- 
begriffe der Substitutionen, die, auf p, angewendet, keine Wertänderung 
dieser Funktion hervorrufen. 
Ist z eine von diesen Substitutionen, d.h. ist @, „= 9, , 80 folgt 
Dres Por Og 
da ja 6,r6,"' zu der Gruppe G@ gehört. Die letzte Gleichung liefert 
weiter 


ai N 
Bin BHO 0 TO 55 


T—=0,'550,, 
wo s, alle Substitutionen von G durchlaufen kann (10). 
Umgekehrt ist leicht zu sehen, daß, wenn s, irgendeine Sub- 


stitution von @ ist, dann die Substitution r= 0,'5,6, den Wert 9, 
nicht ändert. Demnach bilden die r Substitutionen 


E Zee St = 
5 0150,50 025,0, 205,8, 108 
die zu 9, gehörige Gruppe. Wir bezeichnen sie symbolisch durch 
2 el 
G=G,=07'09. 


Die Grundforderung für die Gruppeneigenschaft eines Systems 
von Substitutionen ist im vorliegenden Falle wegen des assoziativen 
Gesetzes 


(0, '8,63)(6,'550,) = 05 '8,(0, 057") 830, = 05 \(8,55)0, = 05" 8,6. 
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Sie ist hier befriedigt, da stets s,s, gleich einem s, gesetzt werden 
kann, wo s,, S,, s, zu G@ gehören. 

Die Werte 
| G, 07'060, 05'098, ..., 0,0% 
nennen wir die zu @ konjugen Werte und die Gesamtheit der je 
r Substitutionen von (11), (11a), ... die zur Gruppe @ konjugen 
Komplexe. 6”!@o6 heißt die Transformierte von @ durch o. 

$ 157. Wir haben im vorigen Kapitel symmetrische oder ein- 
wertige und zweiwertige Funktionen von beliebiger Variablenanzahl n 
kennen gelernt und untersucht, also solche, bei dnen o=1, r=n!, 


. 1 : 2 - : 
und solche, bei denen o=2, r=-.n! ist. Wir wollen die beiden 


hierdurch bestimmten Funktionengattungen von den neuen, jetzt ge- 
wonnenen Gesichtspunkten aus nochmals untersuchen. 

Die zu der symmetrischen Gattung gehörige Gruppe, d.h. die 
symmetrische Gruppe besteht aus sämtlichen »! Substitutionen 
der Elemente z,,&,,...,x,. Enthält eine Gruppe G von n Ele- 
menten die (n—1) Transpositionen mit einer gemeinsamen 
Variablen, etwa 

(21%), (23), - +, (1%), 
so ist @ die symmetrische Gruppe. Denn zunächst enthält G 
die Produkte 

(2 2), %3)(@, 0) = (923), 
d. h. sämtliche Transpositionen der n vorgelegten Elemente. 

Zweitens läßt sich jeder Zyklus durch Aufeinanderfolge von Trans- 
positionen darstellen. Denn man hat beispielsweise für einen Zyklus 
von fünf Elementen 


(2 09030425) = (2%) (1 %5)(R1%) 35), 
und ähnlich im allgemeinen Falle. 
Drittens ist jede Substitution in Transpositionen zerlegbar. 
Daher gilt der ausgesprochene Satz in vollem Umfange. 


S 158. Die allgemeine Form der zweiwertigen Funktionen ist 
nach früheren Untersuchungen 


Sa, Yayer %,) Sp (2; Kgyer.) %,) x Va. 


Hierin bedeuten 8, und 5, zwei beliebige ganze symmetrische Funk- 
tionen; weiter ist 


YA = (1%, — 2) — 23)(Rı —%) 2». ( — %,) 
(U) a) (a) 


(8)... (3 ®,) 


(2, 175 %.) 
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die Quadratwurzel aus der Diskriminante der n Größen x,, &g, . . -, &y- 
Die gesuchte Gruppe ist dann offenbar identisch mit der zu YA ge- 
hörenden Gruppe. Nun haben wir oben bereits bewiesen, daß der Wert 
von YA für jede Transposition (%.%,) in den entgegengesetzt gleichen, 
d.h. in (—-YA) übergeht. Die Gruppe von YA soll deswegen die 
alternierende Gruppe heißen. Diese besteht aus allen Substitu- 
tionen, die durch eine gerade Anzahl aufeinander folgender Trans- 
positionen darstellbar sind. Daraus ergibt sich zugleich, daß jede solche 
Darstellung einer Substitution s durch Transpositionen (die auf unend- 
lich viele Arten möglich ist) entweder stets eine gerade oder stets 
eine ungerade Anzahl von Transpositionen erfordert, und zwar tritt 
das erstere oder das zweite ein, je nachdem die Substitution s die 
Funktion YA ungeändert läßt oder sie ändert. 

Wir betrachten als Beispiel das Folgende: Man hat die Gleichung 


(285) (Vor, Fr (%,205%,) 
und ersieht daraus, daß die alternierende Gruppe alle Zyklen dritter 
Ordnung enthält. Umgekehrt, da die Gleichungen gelten 


(7,05%) (La5%,) hrs (2,85) (2,2); (T4%4%,) = (%.%,) (T.%,), 

so lassen sich alle Produkte von 2, also von 4, von 6, ... Trans- 
positionen aus den Zyklen von je drei Elementen zusammensetzen. 
Daraus ersieht man, daß eine Gruppe, die alle Zyklen von drei Ele- 
menten enthält, auch die alternierende Gruppe in sich schließt. Der 
Komplex aller Zyklen dritter Ordnung läßt sich durch den einfacheren 
der (n—2) Zyklen dritter Ordnung mit festen Elementen, etwa x, 
und z,, von der Form 


(2,2325), (dr), (5), +, (Mtot,) 
ersetzen. Das erkennt man aus der Relation 
(Das x) = (&ı 0904)” (2 %%,) (1 %g%.)” (CR %5) , 
die den allgemeinen Zyklus dritter Ordnung durch die besonderen 
(2, %,%,) ausdrückt. 
Somit ist bewiesen: Enthält eine Gruppe G von n Ele- 
menten %, 4, ..., 2, die (n—2) zyklischen Substitutionen 


(249 %,) («=3, 4,5,..,n—2), 


so enthält @ auch die alternierende Gruppe, d.h. sie ist selbst 
alternierend oder symmetrisch. 
In ähnlicher Weise kann der folgende Satz bewiesen werden: 
Enthält eine Gruppe @ alle zyklischen Substitutionen 
m'® Ordnung, wobei m eine ungerade Zahl bedeutet, so ent- 
Netto: Algebra 13 
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hält die Gruppe G auch die alternierende oder die sym- 
metrische Gruppe. 


Da die beiden Werte einer alternierenden Funktion +YA und 


— YA sich nur durch ihre Vorzeichen unterscheiden, so gehören beide 
zu der gleichen Substitutionengruppe. Es gibt also Substitutionen der 


x,, die beiden Gruppen, der von + YA und der von — YA, ange- 
hören, ja die Gruppe von +YA fällt mit der von — YA zusammen. 


$ 159. Gehört nun eine Funktion von oe Werten 
Mar, 2, ..,%)=h 


zur Gruppe G@, so gehören die konjugen Werte von /,, die wir mit 


fh» ERS, ix 


bezeichnen, zu den Gruppen 
—1 —1 it 
G, 07'G@0,, 05'@6;, ..., 6,°'@0,, 


die durch Transformation mit 1, 6,, 6,,...., 6, aus @ entstehen. 
Gibt es nun außer der in allen diesen Gruppen vorkommen- 
den Einheitssubstitution 1 noch andere Substitutionen, die 
gleichfalls zu allen Transformierten von @ gehören? 

Die Gesamtheit aller vorhandenen derartigen Substitutionen bildet 
jedenfalls eine Gruppe H, da mit s’ und s” auch s’s” allen Gruppen 
o,'@6, angehört. Es ist für H charakteristisch, durch jede Sub- 
stitution der &,, &,, ..., &, In sich selbst transformiert zu werden. 
Denn die Gesamtheit der Gruppen 


ei —1 —1 
G, 07'@6,, 0, '@6,, ..., 0,°'G6, 


stellt alle Transformierten von G@ dar und bleibt daher ungeändert, 
wenn sie durch irgendeine Substitution der x transformiert wird; und 
dies muß mit der Gruppe A gleichfalls stattfinden. 

Die oben aufgeworfene Frage ist also in die umgewandelt, ob es 
eine Gruppe gibt, die allen ihren konjugen Gruppen gleich ist. HM sei 
eine solche Gruppe. Enthält 7 irgendeine Substitution ?, so enthält 
es auch alle Substitutionen, die # ähnlich sind; denn diese lassen sich 
ja aus ? durch eine Transformation herleiten. 

Wir betrachten zunächst die Substitutionen von H, die nächst 
der Einheit möglichst wenige Elemente x, umsetzen. Da H durch 
jede Transposition der &, in sich selbst transponiert wird, so gilt das 
gleiche auch von dem Komplexe H, von möglichst wenigen Elementen, 
d.h. H, enthält alle untereinander ähnliche, wenn es eine derselben 
enthält. Keine von ihnen kann aus einem Zyklus von mehr als drei 
Elementen bestehen, oder allgemeiner, keine derselben kann einen 
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solchen Zyklus von mehr als drei Elementen enthalten. Denn wäre 
etwa eine Substitution mit mehr als drei Elementen 


BET RR 

in H, enthalten, so käme auch für 6 = (%,2,%,) die Transformierte 
07,0 = (a) =, 

sowie 

1,28 

er  e 

in H, vor. Dieses Produkt hätte, ohne gleich 1 zu werden, sicher 
weniger Elemente als s,, was der Annahme widerspricht, daß s, mög- 
lichst wenige Elemente in sich fasse; denn «, ist ja beseitigt, ohne 
daß ein neues Element eingetreten wäre. 


Ebensowenig kann eine Substitution von mehr als drei Elementen 

auftreten, in der ein Zyklus dritter Ordnung vorkommt. Denn aus 

mn) ) und tso= (la) = 
für 6 = (2,%,%,) folgt durch Multiplikation, ähnlich wie soeben, daß 
in HM auch das Produkt 

ee Ve 

enthalten ist, also eine Substitution, die entgegen der Annahme weniger 
Elemente hat als s,.. Kommt daher überhaupt ein Zyklus dritter Ord- 
nung in einer der Substitutionen vor, die wir betrachten, so macht 
dieser schon allein für sich die Substitution aus. H-enthält dann alle 
Transformierte dieses einen Zyklus dritter Ordnung und deswegen ($ 158, 
S. 193) die alternierende Gruppe. 

Es ist noch der Fall zu betrachten, daß jede Substitution von ZH, 
lediglich aus Zyklen zweiter Ordnung besteht. Ist die Anzahl der Ele- 
mente x,, die =n gesetzt werde, größer als 4, so folgt aus dem Auf- 
treten der beiden Substitutionen 


= lnr)Rr) , =) 


bei 6 = (2,%,2,) die Existenz von 


818: = (a) (23) (4325...) .:- 
in H; und diese Substitution hätte, ohne gleich 1 zu sein, weniger 
als 2 Elemente. Das führt auf einen Widerspruch. Es wäre also nur 
möglich, daß die gesuchten Substitutionen sich als Transpositionen 
ausweisen; dann aber ist F nach früheren Untersuchungen die sym- 
metrische Gruppe. 
Ist dagegen n=4, so gibt es für diesen Fall wirklich eine solche 
Gruppe, nämlich die aus den vier Substitutionen 


(12) 1, (&,%)(22,), (2,23) %,), (219) (223) 
13> 
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gebildete, die sich bei jeder Transposition reproduziert. Als eine zu 
ihr gehörige Funktion führen wir die sechswertige Funktion 


(21% + 23%) (0 + 2,%,) 
ein. Wir haben somit folgendes Resultat erlangt: Außer der sym- 
metrischen und der alternierenden Gruppe von beliebig 
vielen Elementen gibt es allein die Gruppe (12) von vier 


Elementen, die bei der Transformation mit jeder beliebigen 
Substitution ihrer Elemente ungeändert bleibt. 


$ 160. Aus den im $ 158, S. 194 hergeleiteten Resultaten folgen 
wichtige Sätze. Wir wissen, daß das Quadrat jeder alternierenden 
Funktion einwertig ist; wir fragen, ob es außer diesen noch andere 
mehrwertige Funktionen gibt, von denen eine Potenz einwertig wird. 

Bezeichnen wir mit v» den Exponenten dieser Potenz und mit 
die mehrwertige Funktion, so ist "= S eine symmetrische, also ein- 
wertige Funktion. Aus dieser Gleichung folgen die Werte 


p,= a" yS @=1,2,3,..,v), 
wobei » eine primitive »v'® Einheitswurzel bedeutet. Die konjugen Werte 
von p sind demnach untereinander nur durch konstante Faktoren ®“ 
verschieden und gehören deshalb zu der gleichen Substitutionengruppe. 
Damit kommt man auf den im vorigen Paragraphen behandelten Fall 
zurück. 
Außer den einwertigen und den zweiwertigen Funktionen von be- 
liebig vielen Variablen können daher höchstens noch Funktionen von 
vier Variablen in Frage kommen, die zur Gruppe (12) gehören: 


1, (23)(05%4), (RR), (22) 2). 

Um diese noch offene Frage zu erledigen, gehen wir auf den Satz 
$ 159, 8. 195 zurück und geben für ihn einen zweiten Beweis, der 
mit den einfachsten Hilfsmitteln auskommt und gleichzeitig die Be- 
weismethode für eine wichtige Ergänzung des Satzes liefert. Der Satz 
lautet folgendermaßen: Außer den alternierenden gibt es keine 
mehrwertigen Funktionen, von denen eine Potenz einwertig 
wird. Zuerst kann man den Exponenten o der Potenz als Primzahl 
daher voraussetzen. Denn aus o=p:-q würde 


für @=S folgn (pi = S$, 


so daß es auch eine Funktion pP gibt, von der schon die g*® Potenz 
symmetrisch ist. Nun ist q ein beliebiger Teiler von oe und kann 
als Primzahl angenommen werden. | 

Sei also jetzt p eine nicht symmetrische Funktion, deren g*° Po- 
tenz symmetrisch wird, wo g eine Primzahl bedeutet, so enthält die 
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zu @ gehörige Gruppe nach $ 158, 8. 193 nicht alle Transpositionen 


der Elemente &,, %,, -.., &, von @. Es möge 
we 
ea 
= = (7,% 
b. ‚) ( @& ») 


eine dieser, nicht in der Gruppe von p vorkommenden Transpositionen 
sein; sie möge den Wert von p(z,,%,,...,2,)=9 in 9, verwandeln, 
wo 9,=#9 ist. Da 

en 


symmetrisch, also einwertig ist, so folgt aus dieser Gleichung 


9,—=9:9, 


wo o eine der (9—1) primitiven g'” Einheitswurzeln bedeutet. Wendet 
man die Transposition £ auf die letzte Gleichung an und bedenkt, daß 
®=1 ist, so ergibt sich 


9=-p=0:9,=o'yp, oa=l1, 


d. h. der Exponent q ist = 2. Also werden wir auf den bereits früher 
erledigten Fall der zweiwertigen Funktionen zurückgeführt ($ 158, 
S. 195), der uns als Lösung die alternierenden Funktionen sämtlich 
und zugleich ausschließlich liefert. 


$ 161. Im Anschluß an dieses Resultat würde es sich jetzt darum 
handeln, zu untersuchen, ob es Funktionen gibt, die — selbst mehr 
als zweiwertig —, in eine gewisse Primzahlpotenz erhoben, zweiwertig 
werden. 

Die Funktion Y(z,,%,...,%,) = % sei mehr als zweiwertig; 2 
sei zweiwertig; q Sei eine Primzahl. Dann gibt es eine Zirkularsub- 
stitution dritter Ordnung, die nicht in der Gruppe von » vorkommt; 
denn diese kann ja nicht alle derartigen zirkularen Substitutionen ent- 
halten, ohne die alternierende Gruppe zu umfassen ($ 159, 8. 195). Es 
sei 6 diese zyklische Substitution dritter Ordnung, und %, der Wert, 
den ı unter der Einwirkung von 6 annimmt, so daß 


V;FV und v=S, TERN 


wird. Diese Gleichung folgt aus dem Umstande, daß 6 als zyklische 
Substitution dritter Ordnung zur Gruppe der zweiwertigen Funktion 
auf der rechten Seite der letzten Gleichung gehört. Zieht man die 
g'® Wurzel aus, so folgt 

Y, == oy,, 


wobei ® eine primitive gt Einheitswurzel bedeutet. Wendet man auf 


198  Dreizehntes Kapitel. Substitutionengruppen. Funktionengattungen 











diese für %, erhaltene Gleichung die Substitutionen 6 und 6? an, und 
bedenkt, daß 0’ =1, also Y = vu, ist, so erhält man 


und daraus dann 


Wenn wir die Anzahl » der Elemente x, größer als 4 voraus- 
setzen, dann kommen in der Gruppe von Y auch nicht alle zyklischen 
Substitutionen fünfter Ordnung vor ($ 158, Schluß); ist r eine der 
hierbei nicht vorkommenden, so wird Y + Y und 


Vi m Vie S, Fr YA, 
V, = oVY, 


wobei © eine primitive g‘* Einheitswurzel ist. Genau wie oben folgt 
daraus, weil r=1 ist, daß 


wie soeben, daher 


Del ndeigmh 


sein muß. Das widerspricht dem ersten Resultate, nach dem q=3 ist. 
Also kann » nicht größer als 4 sein. Ist n>4, so gibt es keine 
Funktion von %,, %, #3, - - -,; &,, die mehr als zwei Werte be- 
sitzt, und von der eine Potenz zweiwertig wird. 


$ 162. Für n=53 und n=4 gibt es nun wirklich „Ausnahme- 
funktionen“. Wir wollen die einfachsten unter ihnen anführen, ohne 
auf ihre Herleitung näher einzugehen, was uns zu weit führen würde. 
Es sei & eine primitive dritte Einheitswurzel, also 


1 hiV8 
2 ’ 


0= 


dann ist für n=3 eine Funktion der z,, %,, X, nämlich 
Pd, 4,25) =, + 0’, + o'2, 
sechswertig, und ihre dritte Potenz wird zweiwertig, 
1 
P°(Rı, %g, 25) = cy [20° — 9, +27, + Y— 27a], 
wobei 
ehrt Til t lt Rh, 0 = A RgR 


gesetzt ist, und wie oben 


VA = (Ü — 2) (& — 8) (2 — 2%) 
bedeutet. 
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Für n = 4 ist die Funktion der vier Variablen &,, &,, %;, x, unter 
Beibehaltung der Bedeutung des ® 


dt, , Lg, 5, %) = (ug + %3%,) + (CR + %g2,)0 + (8,0, 4 %yRs) 0? 


sechswertig; ihre dritte Potenz wird zweiwertig, wie die Vergleichung 
mit der vorangehenden Funktion g zeigt. 

Hierbei sind die drei Klammergrößen der rechten Seite der letzten 
Gleichung von Interesse: 


Ku Rt It, AT Ult ot Mut %tz 


sind dreiwertige Funktionen von vier Elementen; %,, X, X, sind zu- 
einander konjug. 


$ 163. Jede o-wertige Funktion p, (X, , X, -.., %,) Ist Wurzel einer 
Gleichung o?“* Grades, deren Koeffizienten symmetrische Funktionen 
der Unbestimmten &,, &%, ..., £,, und deren weitere Wurzeln die 
(oe —1) Größen 


9; (2, , Lg) ke, %); p;(%,, X, En, %)» E72 pP, %g) 2 %,) 


sind, die die konjugen Funktionen von 9,(#,,%,..., %,) liefern. 

In der Tat ist jede symmetrische Funktion von 9,, 99, ---, Po 
zugleich eine symmetrische Funktion der Elemente &,, %,, %, : - +, %,: 
Denn jede Substitution der &,, &%, ..., z, untereinander vertauscht 
Dur die 0, 9.,.0@s,.:..; p, in sich, ändert also deren symmetrische 
Funktionen in keiner Weise. Wir setzen 


9 Tmrrprt''+ = — (ty, 4, ++), 
99 +9Pp+ +9,19 = + Ik 2a...) 
PıPaPs rt 9299-19 — — I (@, 29, --)) 


wobei die rechts stehenden $,, 8, 8, ..., 8, 

Zi, Vs os ., ©, sind. Dann wird 

(13) Ep) Ps) 93) (d-9P,) 
in Du Del 0 Ü 


symmetrisch in den 


die Gleichung, deren Wurzeln die o konjugen Funktionen @,, $s, 
Pa» +, 9, sind. Nach $ 158, S. 193 kann diese Gleichung nur für 
oe=2 binomisch werden. 


$ 164. Gehören die beiden ganzen Funktionen 
PlÜyy%g,...,%,) Und Ylaı, day...) 


derselben Gattung an, d. h. bleiben beide für dieselben Sub- 
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stitutionen der x, ungeändert, so ist jede von ihnen rational 
durch die andere ausdrückbar mit Koeffizienten, die in den 
x, symmetrisch sind. In der Tat gehört die rationale gebrochene 
Funktion 

(14) AS ZEIE. EIERN. 2) Rt 


T— Pan Wan - u. Ku) t—g, 








zu der gleichen Gattung wie p, und x,. Wendet man nun die Schlüsse 
aus $ 155 auf p, und y, gleichzeitig an, so zeigt es sich, daß jedem 
der konjugen Werte p, ein Wert y,, also auch ein Wert 
Ko 
vd, 
zugeordnet werden kann, der zu der gleichen Gattung wie , gehört. 


Daher ist 


Kı Ka % 
le Ah 6. 
PR er ua + ar 








eine gebrochene symmetrische Funktion; ihr Hauptnenner N kann 
nach dem vorigen Paragraphen 


(13) 9) 93): (2) mRäkıe St + Sg °+ Byır 8,= Ni) 
gesetzt werden. Es folgt 


kı ka ko * 
(tar ee 











wo Z(t) ganz in 2 und ganz und symmetrisch in &,,%,...,%, wird. 
Für ?=9g, ergibt sich hieraus, wenn N’ die Ableitung von N 
nach ? genommen bedeutet, 


Z(9ı) Zi). 








MT pp — 99). (9 — 9.) (Pi) 


Die Form des Nenners zeigt, daß er nie verschwindet; die Dar- 
stellungen 


Z 
(14a) Yu we («=1,2,3,...,0) 
zeigen, daß die Ausdrücke (14) nie illusorisch werden können. 
Damit ist der behauptete Satz bewiesen. Seine Umkehrung lautet: 
Sind zwei Funktionen von %,, %,..., &, gegenseitig rational 
durcheinander darstellbar, 


klar; G(9,), 975 Hy); 


so gehören beide derselben Gattung an. Die erste der beiden 
Gleichungen zeigt, daß y, bei jeder Substitution, die zur Gruppe von 
p, gehört, ungeändert bleibt; und umgekehrt, daß 9, bei jeder zur 
Gruppe von x, gehörigen Substitution ungeändert bleibt. Daraus 
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können wir schließen, daß die zu p, und zu xy, gehörigen Gruppen 
miteinander identisch sind, daß also p, und y, zu der gleichen Funk- 
tionengattung gehören. 


$ 165. Aus $ 149, 8.183 kann man weiter einen wichtigen 
Schluß ziehen. Es sei eine o-wertige Funktion 9(%,,%,...,2,)= fı 
gegeben, zu der die og konjugen Werte 


(15) Hr, Far Pr ar Po 


gehören. Die Gruppe @ von @ sei von der Ordnung r, so daß r-o=n! 
wird. Auf (15) wenden wir nun sämtliche »! Substitutionen s, der 
Größen &,, &, .... x, an; das ergebe die n! Anordnungen 


(16) Pa? Pa, Pa, ER? Pay 


die man als Permutationen der Elemente (15) auffassen und zur 
Konstruktion von n! Substitutionen 


5: =(" A ET, we 
Par Pas Pas +2 Pr 
benutzen kann. 

Nun gibt es gerade o! verschiedene Substitutionen 6, von 
Elementen. Ist also o<n, so wird die Anzahl der o, kleiner als die 
der s,, nämlich <n! Daher gibt es mindestens zwei Substitutionen 
der x, etwa s, und s,, die voneinander verschieden sind, gleichwohl 
aber die gleiche Umstellung der Elemente p, hervorrufen. In diesem 
Falle muß s,s,-! jedes einzelne dieser Elemente p, an seiner Stelle 
lassen, d. h. die nicht identische Substitution s,s,! läßt alle Werte 
91, Ps, --., P, ungeändert, gehört also zu den Gruppen der einzelnen 
konjugen Werte (16). Ist o>2, so kann dies nur bei n—=4 und 
o=3 eintreten; und in der Tat haben wir bereits eine Gattung solcher 
Funktionen kennen gelernt, zu der z. B. 


PEN LI, + 3% 
gehört. Abgesehen hiervon gibt es für 2<o<n keine g- 
wertige Funktionengattung von n Elementen. 
An das erlangte Resultat knüpft sich naturgemäß die Frage, ob 


es Gattungen gibt, für deoe=n ist. Daß diese Frage bejaht werden 
muß, zeigt das einfache Beispiel 


1-4, mir. Pd pr—En (e=n). 
Es läßt sich aber zeigen, daß bei o=n<(6 weitere derartige Gattungen 


nicht vorhanden sind. Doch das tritt aus dem Bereiche der „Grund- 
lehren“ heraus. 
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Vierzehntes Kapitel. 


Die Auflösbarkeit algebraischer Gleichungen. 


$ 166. Wir haben, dem geschichtlichen Entwicklungsgange der 
Algebra folgend, die Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades 
„gelöst“, ohne doch den Begriff der „Lösung einer algebraischen Glei- 
chung“ genau festzulegen. Das soll jetzt geschehen. 

Unter Auflösung einer Gleichung verstehen wir die Darstellung 
der Gleichungswurzeln, deren. Existenz ja von uns bewiesen worden 
ist, als Radikalgrößen; die Gleichungswurzeln sind also Funktionen, 
die eine endliche Anzahl von Wurzelausdrücken enthalten dürfen, und 
von transzendenten Operationen frei sind, wenn die Gleichung „auf- 
lösbar“ ist. Daß dies bei den Gleichungen zweiten, dritten und vierten 
Grades der Fall ist, hat die ausführliche Behandlung und die wirk- 
liche Herleitung der Gleichungswurzeln gezeigt. Jetzt taucht die Frage 
auf, ob diese Eigenschaft der Auflösbarkeit allen algebraischen Glei- 
chungen zukommt, oder ob sie auf gewisse Klassen algebraischer 
Gleichungen beschränkt bleibt. Es wird sich zeigen, daß schon für 
die allgemeinen Gleichungen fünften Grades die Eigentümlichkeit der 
Auflösbarkeit in Wegfall kommt, und damit dann natürlich auch für 
die allgemeinen Gleichungen höheren Grades, da aus ihrer Auflösbar- 
keit sofort die der Gleichungen jedes niederen Grades folgen würde. 

Um den Beweis des ausgesprochenen Theorems zu liefern, geben 
wir zunächst kurz zusammenfassend die über Radikalgrößen früher er- 
haltenen Resultate ($ 22, S. 27) an. 


$ 167. Wir gehen bei der Bildung einer Radikalgröße von einem 
gegebenen Körper K aus. Das durch ihn bestimmte Gebiet erweitern 
wir durch Hinzunahme, „Adjungierung“ einer Größe v,, die nicht zu 
K gehört, von der aber eine Primzahlpotenz etwa mit dem Expo- 
nenten p, in K vorkommt, so daß 


(1) v" = F,(K) 


ist, wo F', eine rationale Funktion im Körper K bedeutet. Aus dem 
durch K und v, festgelegten Körper (v,; K) treten wir durch fernere 
Adjungierung einer Wurzel v,_, einer binomischen erz vom 
Primzahlgrade »,_, 


(1a) u, = Eu l;K) 
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in einen wiederum erweiterten Körper (v,_,,v,; K); und so gehen 
wir fort bis zu den Schlußgleichungen 


| vr = F3(05,9,..,v,;K), 


(1b) 
a F,(v,, U, %yy +, 0,5 Der 


So entsteht der Körper (v,, 9, %,...,0,_1,0,5 K). Jede in diesem 
Körper enthaltene Größe x ist darstellbar in der Form 


EN m weise 2a mil 6 a nich 
ntTrme tnv? tr.’ 
wobei durch Verwendung der Definitionsformel v,: = F\ Zähler und 
Nenner des Ausdruckes so reduziert werden können, daß keine höhere 
Potenz von v, als die (p, — 1)‘ auftritt. Die m, sowie die n, sind 
dabei Größen des Körpers (v5, 5, ...,%,_,,v,; K). Ferner haben wir 
gezeigt ($ 60, 5. 70), daß und wie die obige nach v, gebrochene 
Form von & in eine nach v, ganze Form von der Gestalt 


(2) sh t+hu tut +, mn 
übergeführt werden kann. Die, sind Größen des Körpers (v,, v,,...,v,; K) 
Wir können die Darstellung des x noch weiter vereinfachen. Es 
sei /,0,* eins der in der obigen Darstellung von x auf /, folgenden, 
nicht verschwindenden Glieder. Wir führen dann eine neue Größe 
r w = 1vi®, 
ein und haben für sie 


up —IMF (og, dg,...)= Di, 0, ...). 


Nun bestimmen wir zwei ganze Zahlen r und s, für de ar +p,s=1 
ist, was nach den Elementen der Zahlentheorie stets angeht, und er- 
heben die vorletzte Gleichung w, = !,v,“ in die rt Potenz; dabei folgt 
der Reihe nach 

vw = =-luya=Ur u, 
ee = wi = kw"; 


k gehört dem Körper (v5, %5, %,,...,v,; K) an. Tragen wir den Wert 
von v, in den Ausdruck (2) für x ein und berücksichtigen w, =1,v,®, 
so entsteht die Form 
(2a) | =h+wtkw’tkw’+t th, Wr), 

up = ®, (v3, Yyy..,0,;K). 
Man darf somit in der Darstellung der Größe x das v, aus (1b) durch 
w, ersetzen und gelangt dadurch zu (2). 
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$ 168. Für unseren weiteren Gang brauchen wir einen zuerst 
von Abel ausgesprochenen Hilfssatz (Oeuvres, edit. Sylow et Lie, 
II, p. 228), der folgendermaßen lautet: 


Bedeutet p eine Primzahl und %, fi, ---, %,-ı, 7 eine Reihe 
von Größen eines gegebenen Körpers X, so folgt aus dem 
gleichzeitigen Bestehen der beiden Gleichungen 


a 


(8) EU. 


daß entweder f, fi, fa, ---, ,—ı einzeln verschwinden, oder 
daß eine der Wurzeln der zweiten Gleichung (3) dem Körper 
K angehört. 


Sind nämlich nicht alle Größen f, fi, ---, /,_ı gleich Null, dann 
haben die Polynome der beiden Gleichungen (3) einen gemeinsamen 
Teiler, der als Divisor des zweiten Polynoms die Form 


ur ORTE GW 


besitzt, in der alle 9, 9, - --, 9]._ı dem Körper K angehören. Setzt 
man diese letzte Funktion gleich Null, so entsteht eine Gleichung, 
deren Wurzeln unter denen von «= f vorkommen. Ist w, eine der 
Wurzeln dieser binomischen Gleichung, so sind alle Wurzeln der- 
selben durch die Reihe 


2 —1 
W., @10,, 0, 2 29, 0 ul, 
gegeben, wo & eine primitive 9» Einheitswurzel bedeutet. Danach wird 
(3a) 9 = Law". 


Nun können wir zwei ganze Zahlen r, s finden, die der Bedingung 
mr +ps= 1 genügen. Erhebt man die Gleichung (3a) in die rt? Po- 
tenz, so ergibt sich 


I — + a w,r ehe + a u =+ a ek)" 
und daraus dann 
fr 


0 
no’ ’ 





ur Der arm —=tnT- 


Es ist also wirklich die Größe »’"?w, als eine Wurzel von wW=f in 
K enthalten. 


$ 169. Um zu dem gesteckten Ziele zu gelangen, nehmen wir 
an, die vorgelegte algebraische Gleichung 


(4) f(x) = 0 
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sei auflösbar im Sinne des $ 166, und 


| „=htrwmtkw’+.-+k,-,Ww rn! 
U P,(v, U... ,, K) 


(5) 


eine ihrer Wurzeln. Setzt man (5) in f(x,)=0 ein und ordnet das 
Resultat nach Potenzen von w,, dann kann man (4) in der Form 
schreiben 


R,+Kkw+Kßw’+:.+R,_wa'=0; 


nimmt man dazu die Definitionsgleichung, w,f = ®,, so läßt sich 
_ auf beide Gleichungen der Abelsche Hilfssatz des vorigen Para- 
graphen anwenden: entweder ist eine Wurzel von wA = ©, rational 
im Körper (%,,v5,...,v,; K); oder es ist als zweite Möglichkeit 


(6) NEE ER, ZONEN Kl, 


Pı 


Im ersten Falle ist die Einführung von w, unnötig, wenn bereits 
eine primitive 9,t° Einheitswurzel dem Körper angehört, und die Dar- 
stellung von x, läßt sich vereinfachen; ist die Darstellung schon mög- 
lichst einfach, so kann dieser Fall nicht eintreten. Wir nehmen des- 
wegen an, die zur Auflösung von (4) etwa notwendigen Einheits- 
wurzeln seien von vornherein dem Körper X adjungiert, und die Dar- 
stellung der Wurzel x, sei einer weiteren Reduktion nicht zugänglich. 
Dann tritt die zweite obige Eventualität ein, laut deren das Gleichungs- 
system (6) erfüllt ist. 


Setzt man in f(x,) statt x, den Ausdruck 
(DD u htm + kw + +, WwArtoed 
(e=1,2,..,9,-12; o®=1, 
ein, so ergibt sich wegen (6) die Darstellung von 
a.) =- K,rKwo’+ Bw’o’°+.-+K,_wAto A )e= 0 
(e=1,2,..,9 1); 
folglich sind alle Größen (7) Wurzeln von (1). 


Multipliziert man jedes &,,, mit @,-* für@«a=0,1,2,....9,—1 
und addiert die Produkte, so liefert die Summe 


| 
(8) P, ar 9, " =U, («=0, 1, 2,..„Pı 1), 


& 


d. h. die Radikalgröße w, ist eine rationale Funktion der Wurzeln 
von (1), wobei o, schon in X vorkommen kann. 
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Denkt man sich ferner in dem Ausdrucke 


(3a) lagen eh (@«=0,1,2,..,9,—1) 


& 


alle Permutationen der Wurzeln x, der Gleichung f(x) = 0 gemacht, 
so ist das Produkt aller dieser Ausdrücke eine ganze Funktion von y, 
deren Koeffizienten symmetrisch in den Wurzeln von (1), also bekannt 
sind. Bezeichnet man diese Funktion mit g(y), so hat die Gleichung 
g(y)=0 eine Wurzel y, von der Form 


y-uwm=-h,+hwthru’ +. +97! 


Hier kann man zunächst v, durch ein w, ersetzen, so daß 


(9) Yı = 9% a Ws E= IgWs” +...4+ Gr ae 
und hierin 
(9 a) wi — D,(%, U... V,; K) 


wird. Wendet man auf die beiden letzten Gleichungen (9) und (9a) 
die zu Anfang dieses Paragraphen gemachten Schlüsse und Folge- 
rungen an, so sieht man, daß wie w, so auch w, eine ganze Funk- 
tion der Wurzeln von f(x) = ist. 

In derselben Weise kann man fortfahren und kommt dabei auf 
eine Reihe von Radikalgrößen, w,, w,, ..., w,, die sämtlich ganze 
Funktionen der Wurzeln x, der Gleichung f(x) =0 sind, und zwar 
derart, daß die »{® Potenz von w, (wo p, eine Primzahl bedeutet) 
zum Körper (w,,1,:-., w,; K) gehört. 


$ 170. Diese Darstellung gewährt die Möglichkeit, den Funda- 
mentalsatz zu beweisen: Die allgemeinen Gleichungen von 
höherem als dem vierten Grade sind nicht durch Wurzel- 
ausziehungen lösbar. Bei einer etwa möglichen Auflösung wäre 
so vorzugehen: Der ursprünglich gegebene Körper K, dem die Koeffi- 
zienten der Gleichung f(x) = (0 angehören müssen, und dem die pri- 
mitiven Einheitswurzeln, soweit sie nötig sind, angehören sollen, um- 
faßt bei einer allgemeinen Gleichung (d. h. bei einer solchen, bei der 
keine Relationen unter den Wurzeln statthaben) als Funktionen dieser 
Wurzeln nur die symmetrischen; denn sonst wäre eben eine Relation 
vorhanden. Zu einer Erweiterung des Körpers X führt die Adjungie- 
rung der p,® Wurzel w, aus einer symmetrischen Funktion w,?. Nach 
$ 160, 8. 196 ist dies nur möglieh, wenn p, = 2, also w, alternierend 
ist. Eine erneute Erweiterung des Körpers würde die Existenz einer 
mehrwertigen Funktion w, _, fordern, von der eine Primzahlpotenz 


zweiwertig wird. Nach g 161, S. 198 gibt es bei mehr als vier 
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Elementen x, keine derartige Funktion. Folglich ist in diesem Falle 
eine Erweiterung des Körpers über das Gebiet der zweiwertigen 
Funktionen hinaus nicht mehr möglich. Damit ist die Behauptung 
erwiesen. 


Zugleich hat sich gezeigt, daß bei jeder auflösbaren Gleichung 
die innerste Irrationalität, d. h. die bei wirklicher numerischer Be- 
rechnung zuerst auszuführende, die Quadratwurzel aus der Diskrimi- 
nante sein wird. 


$ 171. Der italienische Mathematiker P. Ruffini (1765—1822) 
war wohl der erste, der die Unauflösbarkeit der Gleichungen von 
höherem als dem vierten Grade zu beweisen versuchte; dies geschah 
1799 in seinem Werke „Teoria generale delle equazioni, in cui si di- 
mostra impossibile la soluzione algebraica delle equazioni generali di 
grado superiore al quarto“. Sein Beweis ist aber insofern unvollständig, 
als der Satz aus $ 169, Schluß ohne Begründung bleibt und als selbst- 
verständlich benutzt wird. — Aus einer Bemerkung von Ü. Fr.Gauß kann 
man schließen, daß dieser im Besitz eines Beweises gewesen sei; er schreibt 
(Werke III, p.17, 2.2 v.u.): „Forsan non ita difficile foret, impossibili- 
tatem [solutionis] jam pro quinto gradu omni rigore demonstrare, de 
qua re alio loco disquisitiones meas fusius proponam.“ Dieses Vor- 
haben hat sich freilich nicht verwirklicht; und so war es H.N. Abel 
vorbehalten, den ersten zwingenden Beweis des Theorems zu veröffent- 
lichen (Journ. f. Mathem. 1826, Bd. I, S. 56); ihm sind wir im vorauf- 
gehenden gefolgt unter Benutzung der von L. Kronecker gegebenen 
Präzisierungen und Vereinfachungen (Berl. Monatsber. 1879, 3. März) 
zum Abelschen Beweise. 


Des weiteren würde sich die Untersuchung nun nach zwei Rich- 
tungen zu erstrecken haben. Einmal würde es sich um die Theorie 
der auflösbaren Gleichungen handeln: worin bestehen ihre charakte- 
ristischen Eigenschaften? wie gestaltet sich die allgemeine Form ihrer 
Wurzeln? usw. — und andererseits um die Theorie der nicht durch 
Wurzeln lösbaren Gleichungen, wobei als eine der wichtigsten Fragen 
sich die herausstellt: welches sind nach den binomischen die einfachsten 
Hilfsgleichungen, auf deren Lösung diejenige umfassenderer Gruppen 
von höheren Gleichungen reduziert werden kann? — Diese Unter- 
suchungen würden aber aus dem Rahmen der „Grundlehren“ heraus- 
treten, so daß wir von einem näheren Eingehen auf sie Abstand 
nehmen müssen. 


Dagegen wollen wir die neu gewonnenen Anschauungen über die 
mehrwertigen rationalen Funktionen der Wurzeln einer Gleichung zu 
einer von den früheren verschiedenen Lösungsmethode der kubischen 
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und der biquadratischen Gleichungen verwenden. Die Methode stammt 
von Lagrange (Oeuvres, Tome VIII, p. 143). 


$ 172. Wir gehen von der Gleichung 
2° —- a” HG —g—=O 


mit den Wurzeln z,,%,, 2, aus, deren symmetrische Funktionen durch 
die C,, €, c, rational darstellbar, also bekannt sind. Zu einer Erwei- 
terung des Rationalitätsbereiches gelangen wir durch Adjungierung der 
Quadratwurzel aus der Diskriminante 


A = (2, — 25)’ (0 — 2%)’ (2 — 21)” 


— — (4634270?) + 180,96, + 61209? — 4cy°cz; 


VA ist dabei eine nicht einwertige Funktion von &,, &, X, deren 
Quadrat einwertig wird. Jetzt gehören alle zweiwertigen Funktionen 
zum Rationalitätsbereiche. Für eine nochmalige Erweiterung ist die 
Frage von entscheidender Bedeutung, ob es eine mehrwertige Funktion 
von drei Elementen &,, &,, %, gibt, von der eine Potenz zweiwertig 
wird, ohne daß sie selbst es ist. Durch die Existenz der sechswertigen 
Funktion 

9, = 2 4- 0°%, .— 0% (© = eh 
wird die Frage ‚bejaht, denn es wird, wenn wir S=20°—9c,6%+27ec, 
setzen, 


9° (20° — 9,0% + 270, + 3Y—3A) 


— 2($+3y-3A) 
zweiwertig. Ebenso liefert 


9 —=2 +09 + 0% 
als dritte Potenz 


P = —(8 - 3y—34) 


Aus den drei Gleichungen, zu denen man so gelangt ist, nämlich 
ru 4 ’ 


A 


3 
2, +0, + 0, -V+(S+3Y-3A), (I+o+o’=0) 


STREET ET 
x + 0%, + w’z, ae 3y- 3A), 
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findet man durch Kombination 
Be, Velsreysa: Very sa), 
4-4 |a+0 V4(5+3V-32) + 0/4 (s-3y-38)], 
= +|[a+0/4(8+3y-34)+0 VL(s-3V-3A)] 


und hat damit die drei Wurzeln der vorgelegten kubischen Gleichung 
als Radikalgrößen erlangt. — 

















$ 173. Für die Lösung der allgemeinen Gleichung vierten Grades 
Mo + — Gr +y=0 


mit den vier Wurzeln &,,%,, &,, %, ist zunächst der Übergang von den 
einwertigen zu den zweiwertigen Funktionen durch die Adjungierung 
der Quadratwurzel aus der Diskriminante zu vollziehen. Ferner gibt es 
für vier Elemente x,, &,, X, &, sechswertige Funktionen, wie z. B. 


P = (#%, + 23%) + @(2,% + 230,) + @(aR, + 223) 
), 
deren dritte Potenz 9° = ı zweiwertig ist, 
d— (Gt +20) + (Rt) + (Rt 225)” 
+ 6(7,25, 423%) (93 + 232%) (dı%ı + %2%5) 


a LEERTERNCH +) + at); ta) +] 
SB a) (4-2) (1 8%), — u) %) a; — 2); — 2). 


Es reicht also hin, @, die dritte Wurzel aus %, zum Rationalitäts- 
bereiche hinzuzunehmen, um alle Funktionen der durch @ charakte- 
risierten Gattung rational bekannt zu machen. Die zu g gehörige 
Substitutionengruppe besteht aus den vier Substitutionen 


(& %g Ks Ri) @ Kg Kg K) ( Xg X io) 
? ’ 5 
EEE, Kg %4%ı %g Ly%z %g X, 
Zu derselben Gruppe gehört, und ist demnach rational durch 9 
darstellbar das Quadrat der Funktion 





= (U 3%) + %28,), 
während Y nur für die beiden ersten jener vier Substitutionen sich 


nicht ändert. Durch Adjungierung der Quadratwurzel aus der als be- 
Netto: Algebra 14 
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kannt angesehenen Funktion y? gelangt man also zu der Gattung zwölf- 
wertiger Funktionen mit der Gruppe zweiter Ordnung 


1 LVg Vz %y 
’ 
Kg X Kg Kg 


) U LITE 


Endlich hat die Funktion, die in den &,, %,, &, &, homogen und 
linear gestaltet ist, nämlich 


Ten +1 — 0, — ia, G=YV-1), 
24 Werte, die sämtlich zur gleichen Gruppe gehören (die hier zur 
identischen Substitution zusammenschrumpft). Daher ist jeder der 
24 Werte von xy durch jeden anderen unter ihnen rational darstellbar. 
Gattungen, die alle konjugen Werte einer Funktion enthalten, so daß 
jeder ihrer Werte durch jeden anderen unter ihnen rational ausge- 
drückt werden kann, heißen Galoissche Gattungen. 

Die Funktion r? gehört zu derselben Gruppe wie x, ist also be- 
kannt, und die Adjungierung der Quadratwurzel aus ihr macht mit x 
jede ganze Funktion von &,, %g, %, %, zu einer rational bekannten, 
insbesondere die vier Größen x, selber. Damit ist dann die Lösung 
der biquadratischen Gleichung vollendet. 

Wir hätten den Gang der Lösung auch noch anders führen können, 
indem wir uns durch die Existenz der am Ende des vorigen Kapitels 
angegebenen sechswertigen Funktion von vier Elementen hätten leiten 
lassen. 


Fünfzehntes Kapitel. 


Transformation. Invarianten und Kovarianten. 
Quadratische Formen. 


$ 174. Wir haben gelegentlich in einer Funktion f(x) an Stelle 
der Unbekannten x eine andere Unbekannte y eingeführt; so bei der 
Behandlung der Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades zum 
Zweck der Entfernung ihres zweiten Gliedes, so bei den reziproken 
Gleichungen zum Zweck der Gradverminderung. Wir wollen eine solche 
Operation der Änderung der Unbekannten oder der Variablen, gleich- 
gültig ob es sich um eine oder um mehrere solche handelt, eine 
Transformation nennen. Das allgemeine, hiermit verbundene Pro- 
blem ist also das: in die gegebene Funktion f(z,, X, %,, ..., %,) statt 
der x die durch die m gegebenen Gleichungen 


Yu RE Kaylaybs; %) («=1,2,3,...,m) 
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definierten y einzutragen und die dabei auftretende Funktion 


1 MC) FE Pe Be) ER Lee Vo, Ugyeeey 2) 
zu bestimmen. 


Unter diesen Begriff der Transformation fallen die im vorigen 
Kapitel behandelten Substitutionen; denn man kann die Substitution 


et) 
Da 
ED EL. 


a? &,? m 


durch die Aufeinanderfolge der beiden Transformationen 
Ve ERENDr E (#x=1,2,3,...m) 
ersetzen. 


$S 175. Zunächst wenden wir uns dem Falle m=1 zu und 
setzen dabei 
(1) N 


yzWtTWctWR + +. 


Daß in dem Ausdrucke für % keine Glieder mit höheren Potenzen 
von % eingetragen sind, ist keine Einschränkung, da sich a”, "+1, 
xz"+?2, ... mit Hilfe von f(x)—=0 durch die Potenzen mit den nie- 
drigeren Exponenten ausdrücken lassen. Es kommt jetzt darauf an, 
aus den beiden Gleichungen (1) die Größe x zu eliminieren. Dies 
geschieht durch die Bildung der Resultanten (siehe Kap. 6) beider 
Gleichungen (1) 


wW—-Y Us | 
0 Ww-%Y %W ...|1% Zeilen, 
. Fu)-+ 
C n-1 n—2 
0 1 N (rn — 1) Zeilen. 








Aus dieser Form erhellt, daß F(y) eine ganze Funktion n‘® Grades 
in y ist, so daß man setzen kann 


(2) EN +oyrt torte Qu V Hl, 


Hierin bedeutet jedes Ü eine homogene Funktion der Dimension « 
in den Größen %y, !ı, Un, - + +, Un: 
Man könnte nun versuchen, durch geschickte Wahl der Koeffi- 
zienten 9, %, %y, . .. in (1) einige der Koeffizienten C, in (2) zum 
| 14* 
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Verschwinden zu bringen. Den einfachsten Fall, nämlich dad GL, — 0 
ist, haben wir schon früher dadurch erledigt, daß wir setzten 


C 


= —-Z4y, y-lıtı. 


[27 
Dadurch ging (2) über in 
(2a) ray + ON rel Va 


Die Angabe der Transformation (2) und ihre Verwendung zur Ver- 
einfachung der vorgelegten Gleichung (1) rührt von E. W. v. Tschirn- 
hausen (1631—1708) her. Ihre Anwendung auf Gleichungen fünften 
Grades stammt von dem schwedischen Mathematiker E. 5. Bring 
(1736—1793); das Jahr der Veröffentlichung ıst 1786. Die Ent- 
deckung Brings geriet in Vergessenheit, bis sie C. Hill im Jahre 
1863 wieder ans Licht zog. Hierdurch wurde gleichzeitig die Priorität 
Brings gegenüber dem Engländer Jerrard gewahrt, dessen Unter- 
suchungen aus 1854 stammen. Ihre Resultate sind, bezogen auf die 
Gleichungen fünften Grades, die folgenden: Man kann (1) auf eine 
der vier Formen bringen: 


3 BER ?+2.+4=0, 
© 2?+2.°+41=0, ?+fr+4=0; 


und zwar, abgesehen von linearen Umformungen, durch die Auflösung 
einer kubischen oder einer biquadratischen Gleichung. Die Formen (3) 
können vorteilhaft für die tabellarische Lösung der Gleichungen fünften 
Grades benutzt werden, da bei ihnen nur ein einziger Parameter A 
auftritt. 


$ 176. An zweiter Stelle betrachten wir die Transformation von 
0,4” Tage’ rn ehe 
durch die gebrochene lineare Substitution 
Beet 
A YT gs 


Hierbei ist es vorteilhaft, gebrochene Ausdrücke durch die Einführung 
von homogenen Funktionen, d. h. von Formen fern zu halten und die 
Aufgabe so zu formulieren: es soll die binäre Form n!® Ord- 
nung 


(4) Fa, 2) = ou + Tat Ge m See rg" 


durch die Substitution 





%, = AıYı F YsoYa; 


% = Ag Yı + AgaYo 


(5) (41 gg — Ayg lg, =—A+ 0) 
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transformiert werden. Die Bedingung A=+0 ist charakteristisch 
dafür, daß die y,, %, umgekehrt durch die &,, 2, ausgedrückt werden 
können. Das Resultat der Transformation sei 


kN, Ye) = 9" + U Te) Ey N EA ER 


Hier tritt nun eine neue, besonders wichtige Funktionenbildung in die 
Erscheinung, die der Invarianten. Ein Polynom I der Koetfi- 
zienten von (4) heißt eine Invariante von (4), wenn eine 
Gleichung von der Form 


(6) Ik, & 5.76) = bl@yıy ». +, Age) ° los &r - 7 61) 
für alle Systeme der c und der a gilt. 
Es läßt sich nachweisen, daß y = 4A*, also daß 


(7) I) Ar lic ae 2 .:ch) 


wird; x heißt das Gewicht von I. Ist «=0, dann heißt I eine 
absolute Invariante: 


(8) Ko, & 3...) = Ho Cr 5): 


$ 17%. Wir leiten einige Eigenschaften der Invarianten her. 

Die Invariante J ist in den Koeffizienten c, der Form f 
homogen. Denn wenn wir die Substitution 2, =Ay,, &% =Ay, auf f 
anwenden, dann wird A* gleich A?* und daher wird die rechte Seite 
von (7) und auch jedes einzelne Glied der linken durch die (2x) 
und keine höhere Potenz von 4 teilbar. Nun wandelt die soeben an- 
gegebene Substitution f in u =4”f(y,, %), und jedes c, in 4*c, um. 
Folglich ist die Dimension jedes Gliedes von / gleich (2x:n); und 
das ist bei allen Gliedern von I die gleiche; also ist Z homogen. 

Die Invariante Z/ ist in den Koeffizienten c, der Form f 
isobar. Denn wenn wir auf f(x,,%,) die Substitution 2, =Y,, 4, = As 
anwenden, dann wird A*= 4” und daher die rechte Seite von (7) 
sowie auch die einzelnen Glieder der linken durch die xt und durch 
keine höhere Potenz von 4 teilbar. Nun wandelt die soeben ange- 
gebene Substitution die Form f in 


SE aa a 
Hy) oh FaAY" Yo Hay, 
3 _ M 
+ GAY yo +: + CA" Yo", 
also jedes c, in c,4° um. Ist jetzt 
const. Cyroc,icge ... en 


ein beliebiger Summand der Invariante /(c,, €,,...), so wird der ent- 
sprechende Summand von /(c,,c,,...) gleich 
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const. eye cy2 ... En - A8 
oe=-0,+1la +2, +30, +:--+na,), 
und wegen (7) wird e=x. Damit ist der Beweis des ausgesprochenen 
Satzes geliefert. 
Die Invariante / bleibt, abgesehen von ihrem Vor- 
zeichen, ungeändert, wenn man in ihr jedes c, durch c,_, 


ersetzt. Das folgt durch die schon zweimal benutzte Methode aus (7) 
unter Verwendung der Substitution 2, =%, %=Y,. 


$ 178. Ist nun, in ihre Wurzelfaktoren zerlegt, 


f&,1) - saw)... (a4), 


9 : 
( h(W, 1) = 6 —-u)Yy—-%)..-y—-%,); 


und daher 


(92) | f&,%&) = oa Ur) — Ute). ae 
(9) = oh — VıYa) Y=%y)-. KU v,Y); 





wobei 


ae (0 re 


%=yYyı +0 


ist, so definieren wir als Diskriminante der Form f(&,, %,) 


1 
\ a x 
(10) Dar aa u) 
2» <A 
und behaupten: Die Diskriminante der Form f ist eine In- 
varıante von f. 


Um das zu beweisen, betrachten wir einen der in (9a) angegebenen 
Wurzelfaktoren von f, etwa 


U —U,R, = (ayı + Br) — u,(yYyı + OYe) 
ou —B 
ee 


—yU, 


und ersehen, daß der letzte Bruch gleich 


x ou,—P Gdu,—ß U —Ug 


R & u, (a — Yu) — 4) 
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Ferner hat man die Beziehungen 


o =h(l,0)=fle,y) = ala —ru)(a—Yyus)...(a—Yu,), 


und aus den letzten beiden Resultaten folgt 
(307 Io = Are degrt Eu u 


Damit ist die eur bewiesen: Die nie EA ie ist 
vom Gewichte n(n—1). 


$ 179. Wir geben einige Beispiele: Für n—2 und 
f= 04° + 208% + 0,13° 


D(f) = 0% — 4”. 


wird 


Fürn=3 und 
3 2 2 3 
| FH + 34% + ILL + 6%, 
wird 
ee 3 3 2709 
D(f)= %% — 6%6%6 + 40,6 + dc’, — IC 
Für n=4 und 
4 3 222 erg R 
f= 9% + 3%” + 6658,°0° + A 2X? + Rt 
gibt es die beiden Invarianten 
ee X 2 
L,= 64 —- 44% + 36°, 
= 2 2 ‘ 3 
I; = 090%, — Col; — 6164 + 20,096 — 65), 
unter deren Benutzung sich auch die Funktion 
ug; 2 
DN)=4L’—- 21], 
von der Dimension 6 als Diskriminante ergibt. 


$ 180. Der eingeführte Begriff der Invarianten läßt zunächst Er- 
weiterungen naheliegender Natur nach zwei Richtungen zu: einmal 
durch Vermehrung der zu transformierenden Gleichungen, einmal durch 
Vermehrung der Variablen. Wir vereinigen beides und sagen: Sind 


m Formen von %& Variablen z,, &,, ..., &, mit den Koeffi- 
oe DEWECh SEC CE es en dgr, Aasmeusse 
gegeben, 
Fi, Ey +. 05 bo, biy-- .); 9(&, Byyerry By Cor Ein) 
Be a eat ol Rs 


die durch die homogenen linearen Substitutionen 


(11) lt ty ht ta (G=1l2,3,.. ‚k) 











216 Fünfzehntes Kapitel. Transformation usw. 








mit nicht verschwindender Determinante 
I«,|=A4A#+0 BEE B ne 
übergeführt werden in die Formen 
fılYı» Ya 2:3 Yr5 005 Dry rec), IrWıyYar cn. U Oo 
hy, Ya +, 45 do lay ech 
so heißt ein Polynom, das der Gleichung 
Ib DIR OH, a 
— Ar DC RO 


genügt, eine simultane Invariante der Formen f, g9,h,... 
Der Exponent x heißt das Gewicht der simultanen Inva- 
rianten 7. 

Als Beispiele mögen zunächst die folgenden dienen: 

Il. f=b2? + 2b,2,% + 50%, 9= 9% + 2, %% 4 090% 


Die Verwendung der Substitution (11) führt auf die Darstellungen 


b, = bua® + 2b,0y + bey, | =oe+200y +@r, 

bi =buaß+bladö+Pßy)+brd, ca =amaß+clad+ßy) + YO, 
b5 = b,ß? + 2b, B0 + 650°, | = aß?’+ 20,ßd + @0°, 

und liefert daraus, wenn wieder A = |«, ‚| ist, 


b,& — 2b +4 = 4b, — 2b, +0); 
so daß man dadurch die Funktion 
5 — 2b, +%% 
als simultane Invariante der beiden binären quadratischen Formen f 
und g erkennt. 


Il. Wendet man (11) auf das System der k linearen homogenen 
Funktionen | 


but +5 + +6, (Vehzazzı 
an, so findet man die Gleichung 
d,;=4-|b,,| j5=1,2,3,...K). 
Die Determinante der 5b ist also eine simultane Invariante der f;- 


III. Die Resultante R(f,g) der beiden binären Formen f 
und g ist eine simultane Invariante für sie. Der Beweis dieses 
Satzes läuft dem für den Invariantencharakter der Diskriminante D(f) 
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in $ 176, Schluß gegebenen durchaus parallel, so daß es nicht nötig 
erscheint, ihn ausführlich vorzutragen. 


$ 181. Eine Erweiterung des Invariantenbegriffes wird auch durch 
folgende Definition herbeigeführt: Ein Polynom K von #,,%,...,%, 
mit Koeffizienten, die ganze Funktionen von by, di, .::5 Co> 
Gy... do dh,... sind, heißt eine Kovariante von f,g,h,..., 
wenn es der Gleichung genügt 
K(y,, Ya; 77 Ir; bu; D,, er 2) 6; , v: 2 dy d,, Sr .) 
er N DRS OD a ee 
o heißt das Gewicht der Kovarianten K. 
Die quadratische Form der &,, & 
K=- (9, — 4%’) + (9 —G%)LR + (1% — 5°)” 
ist eine Kovariante der kubischen Form 
Fa, 42) = op? + 32°, + 300,0" + 8°; 
denn durch die lineare Substitution (9a) geht f über in 


co Yı + 36 Yı Ya + 3% Yıya? + 3 Ya, 
wobei 


= 068? + 3c.a?y +35ay? + CP}, 
= Ge +Ery)B+ 2 BtEd)ery + (sa +%Y°)0, 
= (of? +%0°)a + 2a +cr)Bd + (cß?+60°)Y, 
, = GP? + 3a, P?d + 3,0? + c,6°, 
und K über in 
(9% 4 Ur + (0% 1a) Ya + (1% —% )y — A*-K. 
Als zweites Beispiel führen wir die simultane Kovariante der 
beiden quadratischen Formen, nämlich 
De r2brm + m undinz 120,20 Gi 
an, die die Gestalt hat 
R = (b,c, — 160)” + (Bo6e — daC)R rg + (b16g —ba6,) ig” 
— (by2, + b,2,) (a8, +2) — (dit, + b303)(C0, + 4%) 
£ Id,2 +52 di + 55% " 
ot tl 


$ 182. Sind J,, J, Ja, ... Invarianten einer Form oder zum 
Teil oder sämtlich simultane Invarianten mehrerer Formen, so wird 
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bei beliebigen positiven ganzzahligen Exponenten «, ß, y,.... das 
Produkt 
const. ZI PIT... 


gleichfalls eine Invariante; ihr Gewicht ist gleich der Summe der Ge- 
wichte sämtlicher Faktoren. Ferner ist die Summe solcher Potenz- 
produkte eine Invariante, falls nur die Gewichte ihrer einzelnen Sum- 
manden den gleichen Wert besitzen. Es fragt sich nun, ob aus den, 
wie nachgewiesen ist, unendlich vielen Invarianten eines Formensystems 
in jedem Falle eine endliche Anzahl von Invarianten ausgewählt werden 
kann, durch die eine jede Invariante des Systems als rationale ganze 
Funktion dargestellt werden kann? Diese Frage ist zu bejahen; man 
nennt eine Gesamtheit von Invarianten, durch die jede rationale 
ganze Invariante des Systems rational und ganz ausgedrückt werden 
kann, ein vollständiges System der Invarianten des Formen- 
systems. 

Von Kovarianten gilt das gleiche P. Gordan hat diesen 
Fundamentalsatz zum ersten Male bewiesen (Journ. f. Math. 69, 
5. 323, 1868). 


Für die binäre quadratische Form 
f= 98° +2c2y+ 


besteht das vollständige Kovariantensystem aus / allein; das der In- 
varianten besteht aus der Diskriminante 


3 
Dif)= 08 — 4". 
Für die kubische Form 
f= aa +38 y+ 3gay? + ey 
treten zu der Kovariante /f noch zwei andere Kovarianten, nämlich 
2\ „2 2\,,2 
H = (09% — 6,°)2° + (05 — &,%)24 + (5 — @')Y", 
Ba oe 3\ „3 Eh 2 2 2\y2 
= (656; — 369616 + 2C°)2° + 3(6y6,%5 — 2696 4% IR Y 
2 2 2 2 3 273 
— 3(C96gC; — 26°C; + CC )EY? — (Cy65 — 36656, + 2 )Y 
und als Invariante noch die Diskriminante D von f 
EWEHERT 3 32 2 Or 
D=06& -.66,006 440,6 70, Go O0 


Die vier Formen f, D, H, © bilden dann ein vollständiges System 
der kubischen Form f. 
Hierbei sind diese vier Formen durch die nach Uayley benannte 
identische Gleichung 
9” +4H’+D?=0 


miteinander verknüpft. 
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$ 183. Wir wenden jetzt die Theorie der Transformation auf die 
quadratischen Formen an. Unter einer quadratischen Form von 
n Variablen verstehen wir einen Ausdruck von der Gestalt 
(11a) f= 2,0% u (A,u=1,2,3,...,n), 
Ay 
in dem die %,,%,25,...,2, Variable und die a,, reelle Kon- 
stante bedeuten, die den Bedingungen a,,—=4,;, unterworfen sind. 
Kommt es uns Me: an, die Verisblen kurz anzudeuten, so schreiben 
wir f(z) statt f. Von Bde Bedeutung für die NEE der quadra- 
tischen Form ist die Dirminänte 


A=|a,,| (l,u=1,2,3,..,n);. 
sie heißt die Determinante der Form f; A ist eine symmetrische 
Determinante ((6), S. 11). Die Adjunkte von a, in A bezeichnen wir 
mit A,,; dann ist 

Dan Ar, A (wenn 4 = u) 
| —0 (wenn4-+u) 


Au) 
Do, 1,2,9, on) 


$ 184. Wir führen nun eine lineare Transformation der Form f(x) 
durch, indem wir 


(11b) Lu = >99 (A,u=1,2, 3...) 
setzen, machen aber dabei die Voraussetzung, daß die Determinante 

la. € (A,u=1,2,3,...,n) 
von Null verschieden sei. Dann kann man nämlich die Substitution (11) 


umkehren und die y durch die x ausdrücken. Ist C,, die Adjunkte 
von c,, in C, so wird 


c 
(11e) n= 2 m, (,u=1.2,3, 00) 


a 





Tragen wir (11) in f ein, dann entsteht die aus g(y) trans- 
formierte quadratische Form 


(12) 9(Y) = 4,9 (,u= 1 2, 3,..,N), 
in der ; 
(12a) me = Sn urler (A, W,%,V—= 1,2, BAER, n) 


zu setzen ist. 
Die Determinante der Form g(y) ist dabei 


D=|d,| (A,u=1,2,3,...,n). 


Wir behaupten nun, daß die beiden Determinanten Ü und D von 
gleichem Range sind. 
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Man erkennt zunächst sofort die Richtigkeit der Gleichung 


| 
Be Ay: ++ Ay, Gyyge» Ci, A 


| 
u . . « . . . . = . . . . p) 


nn 


| 
| 
| lin.» € Ay Inn Caır + nn KA 
oder kürzer in symbolischer Form geschrieben 
a kr, 


aus der ersichtlich wird, daß, wenn eine der beiden Determinanten A 
und D verschwindet, auch die andere verschwinden muß, da #0 ist. 
Weiter knüpfen wir an die Gleichung an 

















Re Seen A Cr 
Cn er 0 Ay1 : In U, Ci Can 
0.2501 o 2.0 0 
di oo. d, n Da,% 
= = h2a0 
ee N I 
d,ı RL d,n PET 
wi 
Da KRIEN, DD: 0 








in der die %,, Ugy +, %,5 %, %g, - . -, vd, unbestimmte Größen bedeuten. 
Wir vergleichen nun die Koeffizienten von u,v, auf beiden Seiten. Links 
tritt, abgesehen vom Vorzeichen, das Produkt 


C ö Am: : C FE Ds £ AG 


auf; rechts ein Aggregat aus (n— 1)-gliedrigen Determinanten der 
Elemente d,,; und daraus folgt, daß, wenn alle solche Determinanten 
verschwinden, das gleiche mit allen A,, eintritt. Es gilt aber auch 
das Umgekehrte, da man die Rollen von A und von D vertauschen 
kann; dabei ist g(y) an die Stelle von f(x) zu setzen. 


In gleicher Weise läßt sich das Produkt 

















ur Or, u | Cr 
en BEN Ö a, Ann U, U, ni. 0m Od 0 
0:52:30: 1701 0 0,12. 2,00.209 2204 en 
02. 0.0 1) 0% 00,00.) 10 ee 





für die (n— 2)-reihigen Minoren von A und von D auswerten; und 
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geht man in gleicher Weise fort, so kommt man zu dem Satze: Ver- 
schwinden sämtliche #-reihigen Minoren von A, so auch 
sämtliche von D und umgekehrt; oder mit anderen Worten, wie 
behauptet war: A und D) haben gleichen Rang. Bezeichnet man 
als Rang einer quadratischen Form den Rang ihrer Deter- 
minante, so ist damit bewiesen, daß der Rang einer quadra- 
tischen Form invariant ist gegenüber allen linearen homo- 
senen Substitutionen mit nicht verschwindender Deter- 
minante. 


$ 185. Es ist auf unendlich viele Arten möglich, die Substi- 
tution (11b) so zu wählen, daß die transformierte Form (12) 


Iay) = Aıyı + Ageya? + Ay + + du udn 


ein Aggregat von Quadraten wird. 
Ist nämlich zunächst a,, = 0, dann können wir schreiben 


2a 2a 2q,, 
fx) = Aı (2 Be en Ur a RN En “= 2) 


2 2 
ni: Agg Xp % a en Ann 


Aa Ag An 2 
NT dan, ee 
%ı a 


1 41 











Ar An\ „2 
er (9; 2 ke a (a, en ke: 
Löst man also von f(x) das erste Glied der rechten Seite ab, so bleibt 
zur Reduktion auf ein Aggregat von Quadraten nur noch eine quadra- 
tische Form von höchstens (n— 1) Variablen zurück. 

Ist dagegen a,, — 0, aber ein Glied der Hauptdiagonale von A, 
etwa a,, von Null verschieden, dann führen wir zunächst die Sub- 
stitution 

N Bu NY do = Y, (wenn a ]) 


aus, durch die f(x) in 


9%) Sn 9 Ar 2 05 „Yı Ya gr as 

übergeht, und dann sind wir imstande, die Reduktion wie im ersten 
Falle durch Abtrennung eines Quadrates auf die einer Form von 
weniger als n Variablen zurückzuführen. 

Sind endlich alle Elemente der Hauptdiagonale von A, d. h. alle 
a,, für«=1,2,3,...,n gleich Null, dann gehen wir so vor: Es sei 
20,.%;%, eins der nicht verschwindenden Glieder von f; solche sind 
natürlich stets vorhanden. Dann führen wir die Substitution 


| = UutYo mWNtYor La Y (wenn a+A) 
_ aus, durch die f(x) in 
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9y)= + 2a, — 2a, yE +: 


übergeht, so daß man auf einen der beiden schon behandelten Fälle 
zurückgelangt. 

Das Resultat dieser Reduktionsmethode läßt sich folgendermaßen 
ausdrücken: Man kann jede quadratische Form f der n Variablen 
u; %gy---,%, als ein Aggregat von Quadraten darstellen in 
der Form 


(13) 9ıy) = buy? + baye + d5y +: + 0,02, 


wobei die y homogene lineare Funktionen der x bedeuten, 
die so beschaffen sind, daß mindestens eins der in y, auf- 
tretenden & in Y441> Yaraı > Ym nicht mehr auftritt Aus 
dieser letzten Eigenschaft folgt, daß zwischen den y keine 
homogene lineare Relation mit konstanten Koeffizienten 
bestehen kann. 


$ 186. Die Elemente der Hauptdiagonale von g(y) in (13) seien 
der Reihe nach | 


bb bee ber OO 


m? 


alle b haben zufolge ihrer Bildung reelle, von Null verschiedene Werte. 
Demnach besitzt 9(y) und daher auch f(x) den Rang m, wenn der Rang 
einer quadratischen Form f gleich dem der Determinante |«a,,| ist. 
Diese Betrachtung läßt sich verallgemeinern. Gesetzt, f(x) würde 

durch eine lineare homogene Substitution mit nicht verschwindender 
Determinante E 

4, > Erufur 

ui 

wobei | | (,u=1,2,3,...,n) 

BZ | ru | Zr 0, 
in ein Aggregat von Quadraten umgewandelt 

he)=bar tb t+be, +: duzm, 


dann geht man von h(z) vermittels 
=> m ,u= 20m 


zuerst zu f(x) und von da aus zu 
IN) —by UV DU ne Te 


über. g(y) ist daher auch eine Transformierte von h(z), beide Formen 
haben gleichen Rang, und m’ ist gleich m. Wandelt sich eine. 
quadratische Form durch eine homogene lineare Substitu- 
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tion von nicht verschwindender Determinante in ein Aggre- 
gat von Quadraten um, dann ist die Anzahl dieser Quadrate 
gleich dem Range der Form. 

Wir haben schon darauf aufmerksam gemacht, daß die m Funk- 
tionen %, die wir durch unsere Reduktionsmethode erlangt haben, von- 
einander unabhängig seien, d. h. daß keine lineare Relation 


Yı t AgYa + lzYz tt %uYm = 0 
mit konstanten nicht verschwindenden Koeffizienten «& zwischen ihnen 


besteht. Das gleiche gilt von den m Formen 2,, 2, 23, :- :, 2... Um 


m’ 


dies zu beweisen, nehmen wir für die Substitution, durch welche 
die 2 in die y transformiert werden, und deren Existenz nachgewiesen 
worden ist, die Gestalt 


3-29, bei I9.1=P=*0 (l,u=1,2,3,...,m) 
u 


an. Bestände nun eine lineare Relation mit konstanten nicht ver- 
schwindenden Koeffizienten ß 


Pı2ı + Bed + BA + + Bam = dı 


so auch 


SPß,P.: Yı + DI B,P,a Vs Ewa + I B,PumdYn =. 


Da aber die y voneinander unabhängig sind, so verschwinden die ein- 
zelnen Koeffizienten, d. h. es wird 


Daß tPahat DB, 


Pımßı 2 Pa mBa ar Er arte 0. 


Diese m linearen homogenen Gleichungen in den ß haben die nicht 
verschwindende Determinante P; also können sie nur befriedigt werden 


(8 81, 8. 97) durch 
A =V9, BR=\, RE, Ent. 


Das widerspricht aber der Annahme. Also sind die z unabhängig 
voneinander. 


$ 187. Solche Umwandlungen einer quadratischen Form in ein 
Aggregat von Quadraten können auf unendlich viele Arten gemacht 
werden. Greift man z. B. auch nur die Summe zweier Quadrate 


by? + Daya° 
heraus und benutzt die Substitution 


yzmm+trnn, %=umt vn (mv —nu+0), 
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dann entsteht unter der einen Bedingung, die auf unendlich viele 
Arten erfüllbar ist, 
(14) b,ımn+buv=(0, 
aus der Form 
by" + Bey" 


wieder eine Summe von zwei Quadraten 
(dm? + bzur)n? + (bin? + bav’)n”. 


Hierbei tritt nun ein bemerkenswerter Umstand zutage Aus der 
Identität 
(d,m? + b,u?)(b,n? + b,v?) = (b,mn + b,uv)? + b,b,(mv — nu)’ 


ergibt sich wegen des Verschwindens der ersten Klammer auf der 
rechten Seite die Gleichung 


sgn (b,m? + b,u?)(b,n? + b,v?) = son (b,b,); 


d. h. haben die Koeffizienten b, und b, der gegebenen quadratischen 
Form verschiedene Vorzeichen, dann findet das gleiche mit den Koeffi- 
zienten b,m? + b,u? und b,n?+ b,v? statt. Ferner erkennt man unmittel- 
bar, daß für zwei positive (oder negative) b, und b, auch b,m? + b,u? 
und b,n? + b,v? beide positiv (oder beide negativ) werden. Folglich 
liefert die neue Darstellung der quadratischen Form ebensoviel Glieder 
mit positivem und mit negativem Vorzeichen wie die alte. 


Dieser Satz läßt sich auf die Darstellungen einer beliebigen quadra- 
tischen Form als Aggregat von Quadraten verallgemeinern. Sylvester 
hat diese Verallgemeinerung unter dem Namen Trägheitsgesetz 
der quadratischen Formen im Phil. Mag. 1852, 1853 veröffentlicht; 
Jacobi hatte sie bereits 1847 gefunden, wie sich aus seinen nach- 
gelassenen Papieren ergibt (siehe Werke III, 5. 591), sie jedoch nicht 
mitgeteilt. Wir folgen bei der Behandlung des allgemeinen Satzes 
dem Gedankengange Jacobis. 


Die Koeffizienten der einzelnen Quadrate der Aggregate können 
wir gleich + 1 machen, indem wir die Quadratwurzeln aus den abso- 
luten, zunächst vorhandenen Koeffizienten in die Klammern ziehen. 
Somit dürfen wir von vornherein 


VE ee at a a Y,,: (stm) 
h=Z°+2°+:. + ee: (p+r=m) 


setzen. Dabei bilden die Y unter sich, sowie die Z unter sich un- 
abhängige homogene Systeme. 
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Aus der doppelten Darstellung von f=g=h folgt 
(15) Y?’+---+ EWR ET LZERE 
ati aa Zr ae ik: era 


und aus der Annahme, daß 


(16) N NR RU RE Te > Al 
wird, welche für alle reellen Wertsysteme der x die Gleichungen 
(17) H=09...,=0; Zur >09 20 2,4, 0 


befriedigen, und umgekehrt folgt (16) aus (17). 
Demnach ist das unabhängige Gleichungssystem 


4=9,.,Z=-0% Zu=)..,2Z,,,—0 


+1 p+r 
eine notwendige Folge des Gleichungssystems (17). Nach $ 82, S. 98 


ist nun 
p+rss+r, d.h p»<se 


Ebenso ist das unabhängige Gleichungssystem 
a N rel ar nl 
eine notwendige Folge des Gleichungssystems (16) und deshalb 
s+t<p+t, d.h s<p. 


Die beiden Resultate py<s und s<p liefern p=s, und damit ist 
das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen bewiesen. 


Sechzehntes Kapitel. 


Der Sturmsche Satz. 


$ 188. Wir wollen uns in diesem Kapitel mit einem Theoreme 
beschäftigen, durch das es gelingt, jede reelle Wurzel einer Gleichung 


(1) fd) ta! +00" "’+:. +a,=0 


mit reellen Koeffizienten beliebig genau zu bestimmen. Wir sind dieser 

Frage bereits früher ($ 70, 5. 82) begegnet und haben sie, wie es 

schien, durch die Newtonsche Näherungsformel in völlig ausreichen- 

der Weise beantwortet. Allein dabei ist zu bemerken, daß man dort 

von einem, der gesuchten Wurzel „hinreichend nahen“ Werte ausgeht. 

In dieser Annahme liegt aber noch eine Schwierigkeit, die erst be- 
Netto: Algebra 15 
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hoben werden müßte, ehe diese Methode Anspruch auf Vollständig- 
keit machen könnte. Wir wollen aber hier nicht weiter auf diese 
Newtonsche Methode eingehen, sondern eine andere auseinandersetzen, 
die in der einfachsten Weise das Problem erledigt. Sie beruht auf 
der Bestimmung der Anzahl der reellen Wurzeln von (1), die inner- 
halb eines beliebig gegebenen Intervalles z—a bis #—=b liegen (b>.a«). 
Ohne eine wesentliche Einschränkung kann dabei angenommen werden, 
daß (1) keine vielfachen Wurzeln besitzt; denn sollte dies nicht der 
Fall sein, so könnte man durch rationale Operationen eine Gleichung 
p(x) = 0 herstellen, die alle und nur die Wurzeln von (1) und jede 
von ihnen als einfache Wurzel besitzt. Wir dürfen und wollen für 
dieses Kapitel annehmen, daß jene Voraussetzung über die Multipli- 
zität der Wurzeln von (1) erfüllt sei. 

$ 189. Es ist begreiflich, daß dieses fundamentale Problem schon 
früh die Aufmerksamkeit der Mathematiker auf sich zog. So haben 
sich Budan, Descartes, Fourier, Newton mit ihm beschäftigt, aber 
ihre Resultate waren nicht ausreichend. Im allgemeinen bestimmten 
sie nur eine untere Grenze für die gesuchte Anzahl der Wurzeln. Erst 
Ch. Sturm gelang es, eine vollständige und einfache Lösung zu geben. 
Wir wollen uns im folgenden nur mit dieser Sturmschen Lösung 
beschäftigen und die vorhergehenden Lösungsversuche beiseite lassen, 

Sind zwei reelle ganze Funktionen einer Variablen vorgelegt, 


(a) und ge), 
so betrachten wir ihre Vorzeichen für einen numerisch gegebenen 
Wert x, von x, nämlich 


(2) son f(x.) und sgn ga). 
Stimmen diese beiden Zeichen miteinander überein, oder mit anderen 
Worten: ist 
f(x) 9) > 0, 
so sprechen wir von einer Zeichenfolge bei f(z,), 9(2,)- Stimmen 
beide Signa aus (2) nicht überein, oder mit anderen Worten: ist 
a0) a) <O, 
so sprechen wir von einem Zeichenwechsel bei f(2,), 9(%)- | 
Der Fall, daß das Produkt f(x,) : 9(2,) gleich Null wird, sei aus- 


geschaltet. — Von diesen Einführungen machen wir im folgenden 
Gebrauch. 

$ 190. Die Reihe der rationalen ganzen Funktionen der Variablen x 
(8) f; fs:le; 3; u.) B 


möge folgende drei Eigenschaften besitzen: 
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I Das letzte Glied f, ist eine von Null verschiedene 
Konstante. 

II. Für ein und dasselbe Argument x=& verschwinden 
niemals zwei aufeinander folgende Glieder der Reihe (3). 

III. Verschwindet für ein bestimmtes Argument x=$ 
ein Glied f,(&) der Reihe (2), dann haben die beiden rechts 
und links benachbarten Glieder f,_,(x) und f,,,.(«) fürr2=8 
entgegengesetzte Vorzeichen, d.h. es ist 


sen f,_,() sa, = —1. 


Wir wollen nun die Zeichenänderungen untersuchen, die in (3) 
vor sich gehen, wenn x von einem Argumente a monoton wachsend 
nach b (>a) geführt wird. 

Eine Änderung in der zu (3) gehörigen Zeichenreihe kann nur 
dadurch vor sich gehen, daß entweder f. oder f oder ein mittleres f, 
durch Null geht. 

Das erste ist wegen der Bedingung I nicht möglich. 

Wir betrachten ferner den Fall, daß f,(&) bei O<A<r gleich 
Null wird. Dann müssen wegen II die beiden Werte 


f_,(&) sowie f,1(8) 


von Null verschieden sein; somit kann man einen Bereich (8&—0,...,8+6) 
mit positivem dö um & abgrenzen, der so klein ist, daß in ihm f,_, (=) 
und f,,,(#) für jedes x bi 8-8 <xz2<{&+ 6 von Null verschieden 
bleiben. In diesem Bereiche haben nach III die beiden Funktionen 
f,_ı(@) und f,,,(x) verschiedene Signa. Also ist für diesen Bereich 


sen fe 9) sn u) -1 
sen f,_,(E+8) sn +) = —1. 


Daraus folgt, daß, wie auch immer der Wert von sgn f(x) für ein © 
des Bereiches (&—6,...,8+0) sei, jede der beiden Zeichenreihen 


sgn f,_,(5— 0), sen (E06), sen 4150), 
sen _1(&+ 9), sen (&+), sen f,yı( +9) 


je einen Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge liefert. Es tritt daher in 


_ und ebenso 


sgn f,_,(2), sgn f,(@), sgn f,+1(%) 


beim Passieren von £— & keine Änderung in der Anzahl der Folgen 
und der Wechsel bei (3) ein. 
Es bleibt also für das Zu- oder das Abnehmen dieser Anzahl nur 
der eine Fall übrig, daß f(x) durch Null geht. Es sei etwa f(&) = 0, 
102 
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und innerhalb (&—6,...,8&+0) möge f,(x) sein Vorzeichen nicht 
ändern. Die Annahme, daß f(x) bei x@=& durch Null hindurch- 
gehe, kann stets dadurch verwirklicht werden, daß man f(x) durch 
die Funktion (x) ersetzt, wobei = 0 alle Wurzeln von f=0, jede 
in der Multiplizität „Eins“ besitzt. Hiernach ergibt sich für die Signa 
das Schema der vier Möglichkeiten 


sen fer) sen fil@) | sen fie) sen fı(@) 


DIRee 0 ; ar = 
v. 22-840) = + = 2 


25-8 — hs = 
546) + + 1 
Aus diesem Schema erhellt, daß in den beiden Fällen: links oben 
und rechts unten beim UÜbergange der Variablen x von &— 6 nach 
&+0 ein Zeichenwechsel gewonnen, während in den beiden Fällen 


rechts oben und links unten beim Übergange ein Zeichenwechsel ver- 
loren wird. 











$ 191. Wir wollen nun eine Spezialisierung der Reihe (3) vor- 
nehmen. Zunächst sei f(x) eine ganze Funktion von x ohne mehr- 
fachen Teiler. Zweitens sei f,(x) die Ableitung f’(x) von f(x). Drittens 
seien f(x), f3(&), - - -, fx(&%), -- -, f,(&) durch die Gleichungen 


r(@) = 4) h@) - FR), (ha=f@) 
(2) = %(®)- Bd ae, 


(4) Ft C RL .@- lot 


ee ar A er 
definiert. Dieser Algorithmus ist ganz ähnlich dem Euklidschen zur 
Aufsuchung des größten gemeinsamen Teilers zweier ganzen Funk- 
tionen gebildet, wie die Vergleichung des Schemas (4) mit jenem 
S. 51, (7) ersichtlich macht. 

Es ist nun leicht zu erkennen, daß die Forderungen I, II, III aus 
$ 190 erfüllt sind: I, weil f, als größter gemeinsamer Teiler von f(x) 
und f’(x) eine von Null verschiedene Konstante ist; II und III un- 
mittelbar nach der Definition. 

Das Schema IV vereinfacht sich, wenn man bedenkt, daß bei 
positivem f’(x) die Funktion f(x) wächst, bei negativem f’(x) dagegen 
abnimmt. Dadurch kommen nämlich die Möglichkeiten links oben 
und rechts unten in IV in Fortfall. Die beiden zurückbleibenden Mög- 
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lichkeiten ergeben den Verlust eines EEE in der Reihe der 
Funktionalwerte. 

$ 192. Nach diesen Vorbereitungen können wir an die Lösung 
des Problems gehen, das im Anfange dieses Kapitels aufgestellt worden 
ist, und das die genaue Bestimmung der Anzahl der Wurzeln von 
f(x) = 0 fordert, die zwischen den beiden Grenzen x, und x, (> «,) 
liegen. 

Nun sei vorgelegt die ganze Funktion f(x), die keinen mehrfachen 
Teiler besitzen soll, so daß also f(x) und f(x) teilerfremd zueinander 
sind, wobei — wie gewöhnlich — f’(x) die Ableitung von f(x) be- 
deutet. Mit f(x) und f’(x) wird nach $ 191, (4) die Reihe 
(5) fa), Fo), Aw), Aa), - +» F,@) 
und die zugehörige Zeichenreihe 
(6)  sgufla), sen lc), sen fe), sen fl), -- +, sun f,(@) 
gebildet. Wir betrachten jetzt die Anzahlen 

ZWa)=k, ZWa)-h; IZWa)=h 
der Zeichenwechsel in (6). Wir lassen x von x, bis x, „monoton“ zu- 
nehmend sich ändern. Dabei kann auch % einer Änderung unterliegen; 
diese kann — wie im vorigen Paragraphen gezeigt worden ist — nur 
in einer Verminderung des j’ um eine Einheit bei jedem Überschreiten 
einer Wurzel von f=0 seitens des x bestehen. Daraus folgt: Die 
genaue Anzahl der zwischen x, und ©, liegenden Wurzeln 
von f(x@)=0 ist gleich der Differenz 
SWa)-2Wla)=k— ka. 
Die Reihe (6) heißt die Sturmsche zu f(x) gehörende Reihe. 


$ 193. Wir wollen den Sturmschen Satz auf einige Beispiele 


anwenden. Es seı 
fe) t+R—-3°—ı —4, 


dann wird 
16-f=(4i+1) - f —3.f, f =40° +30 —62—1; 
32.f=- (86x +19N)- 5-10. %, h=IR+2r +21; 
64. %= (27-11). , —- 1377-.f, hA=8c+35; A = —-]; 
und man erhält die Tabelle 
sgn N 
_ .- 1 3W=-3 
DW=2 
+ - | ZW =-1 








i=—-Xx0%| + — 
20 —_— 


RS bier; 


+++ 
-- 
| 
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Aus ihr ist zu ersehen, daß f(x) = 0 eine positive, eine negative und 
daher zwei komplexe Ware besitzt. 

Setzt man der Reihe nach = — 35, —2, —1,0, +1, +2, so 
folgt die Tabelle 


ke re ER rin he 

















= —-3)\ + - +1) 303 
3. + er) DD 
a a a BE 
Be law ara 
<=+1|- 0 ++ -|DW=- 

ee 





die uns zeigt, daß f(x) = 0 zwei reelle Wurzeln hat, eine positive und 
eine negative, und daß die negative Wurzel zwischen —3 und — 2, 
und die positive zwischen + 1 und + 2 liegt. 

Als zweites Beispiel wählen wir die quadratische Gleichung 


fa)= 2? +2ax +b=0 











Dabei wird 
f(@) =c+a, h=a—b. 
SE UWE : | 
a=-—-®| + — 0 sgn(a?—b) Baier = a 
z=+0 | sgnb sgna son (a?—b) | | 
= +8 .. — sen (a? —b) DW - _ sgn (a we 





Die Anzahl der reellen Wurzeln ist mithin 


(1 nah SerE)) Sr ) nie (- sgn (a? en —1+ sen (a? -b), 





d. h, gleich zwei, wenn (@—b)>0, und gleich Null, wenn (a?—b)<O 
ist. Man erkennt ferner, daß im ersten dieser beiden Fälle bei 
a>0, b>O zwei negative Wurzeln, 
a<0Q, b>O zwei positive Wurzeln, 
a<0, b< OÖ) eine positive und eine negative 
a<o0, b<O | Wurzel auftreten. | 
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geh. n. MA. 12:—, geb. n. M MS E 
„ Integralreehnung. 4. und 5. Auflage. 
n..MII.— . 
Differentialgleichungen und ER | FE u; 5. Aut, 158 
XIV, 735 S. 1914. geh. n. #.13—, ‚geb. 1, UA a en, 


9 I, Arandnlid6 der Differential- und Integralrechnung. In 3 ea 
it vielen Fig. gr. 8. geh. n. #. 24.—, geb. n. ‚M. 2T.- 
Y Ten; ‚Reelle Veränderliche und Funktionen. X, 460 8. 1893. ‚sch. 
HR HEBEN geb. in. 9. 

Nee Veränderliche und WukktioHen. AR BI 8. 1896. 
‚geh. n. M. 8.—, geb. n. M 9.— & 
‚Die, Lehre von den Doppelintegralen. Eine Ergänzung. zum NUN, 
.L Teile des Werkes. VIII, 296 S. 1899. il n. N. 8 fi 
geb. MI 


ali6esPoukatn, ‚Ch.-3., Lehrbuch der near In 2 Bän. 


Deu u er hl owski. 04.9008. gr.8. [Bd. SEE % 


selben Verfassers. Mit. ae Meaarin, ‚1X, 705 8., 10 8. et Sa 
RD: Kae n. MN. a (Lieferung I. 1908. sch. 1; j1. ey) DI. Va e 
. ZU. ..1909. geh. n. A. 5.—) R | 


"die elönknechnk de: ' Autorisierte deutsche Ausgabe \ von 
Beth 146 8. ‚gr. 8. 1899. zer. 2.1 3.00, run, 
3 en 


enberg, 62% u. ä. dter 8, Theorie der linearen Differenschg 6i 
4 N 288° 32 ER 8. we 18 35. ar n. MN. 10.—, Eh ne Y 


Rs er. 8. "TS. en [In Yberdisag]: 


ibert, D., Grundzüge einer Aaaeihkn Theorie der al ET ENS 
gleichungen. RN 282 As gr. 8. 1912. FUW 3. Bee geh. n. HM idee _ 

, über freie en erzwungene Schwingungen. Kine Einführung. in ER 

heorie. der ‚linearen VE ae ie IV, ‚136 8 er. 9 ee he, 


wski, IR: Kinfährung: in ‚ die "Theorie und Anwendung ( A Imigrat \ 
ichungen. ca. 190 8. ‚gr. 8. Un. Vorbereitung.] 


Poli inenre, ‚E., sechs Vorträge über ausgewählte Gegenstände. aus def reinen 
Mathematik und mathematischen Physik. Gehalten zu Göttingen vom. 
2. bis 28. apnl, 1909. Mit 6 Fig. Iv, ‚0 S:: ‚ER 8. N uva IV. 

h. FE 


5 . tihrung, in die Psorie der Itvgrlgeichungen. 2 Bände, 
Aueh, In ee Ft \ RR 
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